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图 1-2 从样本中使用克里金法构造模型。一些样本在图中用点标示出来。表面的高度和颜色依

赖于产金量

图 9-4 用 LION 软件 Sweeper 分析神经网络的输出。输出值和冬季加热房子消耗的能量，是

输入参数的函数。图中展示了颜色编码的输出（左）和表面图（右）。非线性是可见的



图 10-4 代码由一个 2000-500-250-125-2 自编码器根据路透社的新闻故事生成。图中用不同的

颜色对应于不同主题的聚类，这是清晰可见的（详见参考文献 [57]）

图 14-3 递归神经网络沿着环形训练：输出和隐藏层神经元



图 16-1 二维空间中数据点自底向上聚类示意图（使用标准欧几里得距离），每个数据点都由两

个数值构成

图 16-5 费希尔鸢尾花数据集（每朵花包含 4 个度量属性）的平行坐标展示，每个属性都用一个

垂直轴表示，数据中的第 i 项属性值表示为折线与对应的第 i 个垂直轴的交点



图 17-5 一个 SOM，颜色和大小取决于二维原型向量的两个坐标，可以将鼠标移到神经元上来

显示原型的值（通过 LIONoso.org 提供的软件）

图 19-2 社交网络分析：美国议员的可视化网络。两个政党（从聚类软件无法得到）呈现出

非常不同的两个类别
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第1章 引 言

人不应该过着野兽般的生活，而是要追寻美德与知识。

—— 但丁

1.1 学习与智能优化：燎原之火

优化是指为了找到更好的解决方案而进行的自动化搜寻过程。可以说，流程、方案、产

品和服务之所以能持续改进，正是缘于优化为之提供的强大动力。优化不仅关乎方案的确定

（从一些给定的可行方案中，选出最好的一个），它还能主动创造出新的解决方案。

优化催生了自动化的创造和革新。这看起来非常矛盾，因为自动化通常不会和创造与革

新联系起来。因此，那些相信机器只能用来处理单调的重复性工作的人们在阅读本书时，会

觉得书中的观点简直是胡言乱语，甚至会感受到如同被挑衅一般的愤怒。

自伽利略（1564—1642）之后，人们希望用科学改变世界，而这不仅需要哲学上的阐释，

还需要测量和实验的支持。“测量那些可测量的，并使那些不可测量的变得可测量。”测量一

开始看起来并不起眼，但它允许人们用务实的方式逐渐改变世界，只要人们还关心生产方式

和生活质量。

几乎所有的商业问题都可以归结为寻找一个最优决策值 x，这要通过使某个收益函数

goodness(x) 最大化来实现。为了能形象地理解，我们假设有一个集合变量 x = (x1, · · · , xn)，



2 第 1章 引 言

它描述的可以是一个或多个待调节的旋钮，也可以是将要做出的选择，还可以是待确定的参

数。在市场营销中，x可以是一个向量，其数值表示为各类宣传活动（电视、报纸、各种网站、

社交媒体）分配的预算，goodness(x)则可以是由这些宣传活动而产生的新客户数量。在网站优

化中，x可以涉及图片、链接、话题和不同大小文本的使用，goodness(x)则可以是该网站的普

通访客成为客户的转化率。在工程学中，x可以是一个汽车发动机的设计参数集，goodness(x)

则可以是该发动机每加仑汽油所能行驶的英里数。

将问题归结为“优化一个收益函数”也激励着决策者，使用量化的目标，就可以用可衡量

的方式来领会宗旨，也就可以专注于方针的制定而非执行的细枝末节。当人们深陷于执行的

泥潭中，以至于遗忘了目标时，企业就染上了“疫病”，此时如果外界环境发生了变化，这种

“疫病”将会使企业无法做出及时的应对。

自动化是解决这个问题的关键：将一个问题形式化地表述后，我们把得到的收益模型输

入计算机，计算机将自动创造出并找到一个或多个最佳的选项。另外，当条件和重点发生改

变时，只需要修改一下收益函数的量化目标，再重启优化过程就可以了。当然，CPU 时间会

是个问题，也并非每次都能保证找到全局最优解决方案。但可以肯定的是，使用计算机来搜

寻，无论是速度还是范围，都远远领先于人力搜寻，并且这一领先优势会越来越明显。

然而，在大多数现实场景中，优化的惊人力量仍遭到很大程度的压制。优化在现实中没

有被广泛采纳的主要原因是，标准的数学优化理论假设存在一个需要最大化的收益函数，也

就是说，有一个明确定义的模型 goodness(x) 为每个输入配置 x 匹配一个结果。而目前，在

现实的商业情境里，这个函数通常是不存在的。即使存在，靠人力找到这个函数也是极其困

难、极其昂贵的。试想，问一个 CEO“请您告诉我，优化您业务的数学公式是什么”，显然不

是咨询工作中开始对话的最佳方式。当然，一个经理对于目标应该会有一些想法和权衡，但

是这些目标并没有以数学模型的方式给定，它们是动态的、模糊的，会随着时间改变，并且受

限于估计误差和人们的学习进程。直觉被用来替代那些明确给定的、量化的和数据驱动的决

策过程。

如果优化是燃料，那么点燃这些燃料的火柴就是机器学习。机器学习通过摒弃那种明确

定义的目标 goodness(x) 来拯救优化：我们可以通过丰富的数据来建立模型。

机器学习与智能优化（learning and intelligent optimization，LION）结合了学习和优化，

它从数据中学习，又将优化用于解决复杂的、动态的问题。LION 方法提高了自动化水平，并

将数据与决策、行动直接联系起来。描述性分析和预测性分析之后，LION 的第三阶段（也是

最终阶段）是规范性分析（prescriptive analysis）。在自助服务的方式中，决策者手中直接握

有更多的权力，而不必求助于中间层的数据科学家。就像汽车的发动机一样，LION包含一系

列复杂的机制，但是用户（司机）并不需要知道发动机的内部工作原理，就可以享用它带来的

巨大好处。在未来的几十年内，LION 方法带来的创新，将会像野火那样，以燎原之势延伸到

大多数行业。那么企业就像野火频发的生态系统中的植物一样，只有适应并拥抱 LION 技术

才能生存下来，并繁荣昌盛；否则，无论之前如何兴盛，在竞争逐渐加剧的挑战面前，都可能
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土崩瓦解。

LION 范式关注的并不是数学上的收益模型，而是海量数据，以及如何针对多种具体选

择（包括实际的成功案例）进行专家决策，或者如何交互地定义成功的标准。当然，这些都是

建立在让人们感觉轻松愉快的基础之上的。例如，在市场营销中，相关数据可以描述之前的

资金分配和宣传活动的成效；在工程学中，数据可以描述发动机设计的实验（真实的或模拟

的）和相应的油耗测量方式。

1.2 寻找黄金和寻找伴侣

用于优化的机器学习需要数据。数据来源可以是以往的优化过程，也可以是决策者的反馈。

要了解这两种情境，先来看两个具体的例子。丹尼尔�克里金（Danie G. Krige，见图

1-1）是一名南非的采矿工程师，他曾遇到一个问题：如何在一张地图上找到挖掘金矿的最佳

坐标 [74]。大约在 1951 年，他开创性地将统计学的思想应用于新金矿的估值，而这一方法

仅需用到有限的几个矿坑。需要优化的函数是 Gold(x)，即坐标 x 处的金矿的金量。当然，

在一个新的地方 x 评估 Gold(x) 是非常昂贵的。你可以想象，挖一个新矿没那么快，也没

那么简单。但是在一些试探性的挖掘之后，工程师们会积累一些把坐标 x1,x2,x3 · · · 和金量
Gold(x1),Gold(x2),Gold(x3) 关联起来的实例知识。克里金的直觉告诉他，用这些实例（来自

以往优化过程的数据）可以建立起函数 Gold(x)的模型。这个称为 GoldModel(x)的模型归纳

以往的实验结果，为地图上的每个位置 x 给出金量的估计值。通过优化，这个模型找到使预

计黄金产量 GoldModel(x) 最大化的地点 xbest，于是这个 xbest 成为下一个挖掘的地点。

图 1-1 丹尼尔�克里金，克里金法的发明者

可以用如图 1-2 所示的模型来形象地说明这个过程。先在地图上为每个矿坑插一根针，

每根针的高度取决于在该处发现的金量。克里金的模型可以看作基于这些针的“训练”信息

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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在整个地图上方生成的一个曲面，使得给定位置的高度对应当地的预计黄金产量。因此，优

化意味着在这个模型曲面上找到最高的那个点，并在对应的地点进行下一次挖掘。

图 1-2 从样本中使用克里金法构造模型。一些样本在图中用点标示出来。表面的高度和颜色依

赖于产金量（另见彩插）

这种技术现在被称为克里金法（Kriging），它背后的理念是未知点对应的值应该是其邻近

已知点所对应的值的加权平均，权重与这些已知点到该未知点的距离相关。高斯过程、贝叶

斯推断和样条函数（spline）都涉及了相关的建模方法。

第二个例子关于决策者的反馈。想象有这样一个约会服务：人们付费在数以百万计的候

选人中匹配一个最佳的约会对象。在克里金法中，需要优化的函数是存在的，只是评估起来极

为困难。对于这个案例，我们很难假设存在一个类似的函数 IdealMate(x)，它将个人特征 x，

例如美貌、智力等，与你的个人喜好联系起来。如果你不这么认为，且坚信存在这样一个函

数，那么给你留一个作业，尝试用准确的数学术语来定义你心目中理想伴侣的 IdealMate 函

数。即使你能准确地指出某些组成部分，例如 Beauty(x) 和 Intelligence(x)，但是在开始寻找

最佳候选人之前，把这两个目标合并起来仍然是困难的。像“降低多少 IQ值对应减少一点美

貌”或者“美貌是否比智力重要，重要多少”这类问题是非常难回答的。假使你很痛苦地给出

了一个初步答案，也肯定不会相信这个优化，在真正见到这个候选人之前，你不会为这个匹

配服务付费，当然也不会对服务感到满意。你会想了解这个人的特征，而不仅仅是得到系统

优化的肤浅的 IdealMate(x) 函数值。只有在考虑过不同的候选人并且对这个匹配服务进行反

馈后，你才能希望找到最满意的另一半。

换句话说，在一开始，待优化函数中的某些信息是不全面的，只有决策者才能够调整优

化的过程。许多现实问题，即使不是大多数，都需要借助有学习参与的迭代过程来解决。在了

解了越来越多的案例后，用户会认识并调节自己的喜好，系统会从用户的反馈中建立起他的

喜好模型。这一过程将持续下去，直到用户满意或者直到耗尽为这一决策分配的时间。
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1.3 需要的只是数据

下面继续谈论商业用户的动机。如果你不关心这方面的内容，可以放心地跳过这部分，直

接阅读 1.6 节。

商业领域里充斥着各种数字形式的数据。大数据指的是大量的半结构数据。顺便提一句，

在 20 世纪七八十年代，数据对于当时的存储设备来说是庞大的，而如今的“大数据”更多是

商业上的宣传概念：即便是最大的公司产生的所有数据，只需一台 PC 就足以处理了。

随着社交网络的爆发、电子商务的迅速扩张和物联网的兴起，网络正在掀起一场由结构

化和非结构化数据引起的海啸。这场海啸驱使人们在信息技术领域花费多达数十亿美元。也

有新的证据表明，标准的商业智能平台使用率正在下降，这是因为企业界已经不得不开始考

虑一些非结构化的数据，而这些数据拥有无法估量的现实价值。例如，社交网络产生大量的

数据，其中的大多数无法分类，也无法用传统数据的刚性层次结构来表示。试想，你该如何评

估 Facebook 上一个“赞”的价值？况且非结构化数据需要用自适应方法来分析。再想想，随

着时间的流逝，一个“赞”的价值会发生怎样的变化? 由于这类问题的存在，我们需要在数据

建模、自适应学习和优化等领域运用更加先进的技术。

为了让软件能够自我改进，并能快速适应新数据和调整后的业务目标，需要使用 LION

方法。这种方法的优势在于能够从过往的经验中学习、在工作中学习、应对不完全的信息，并

快速适应新的情况，而这些能力通常只与人类的大脑联系起来。

LION 技术这种内在的灵活性是至关重要的，因为在求解过程开始之前，我们很可能无

法确定哪些是对决策有影响的因素和重点。例如，我们要给一个市场营销的前景评分来估计

其价值，应该考虑哪些因素？这些因素又对结果分别有多大程度的影响? 如果使用 LION 方

法的话，这些问题的答案就是：“这些都不是问题。”系统会开始自我训练，源源不断的数据加

上终端用户的反馈将快速提升系统的性能。专家——这里指营销经理——可以通过表达他们

自己的观点来改善系统的输出。

1.4 超越传统的商业智能

每一家企业都需要数据来满足 3 项基本需求：

(1) 了解目前的业务流程，并评估以往的表现；

(2) 预测商业决策的影响；

(3) 对业务的关键因素制定并执行明智且合理的决定，从而提升赢利能力。

传统的描述型商业智能（business intelligence，BI）擅于记录和可视化过往的表现。构建

这样的记录意味着需要聘请顶级顾问，或雇用那些有统计、分析和数据库等领域知识的专业

人员。专家必须要设计数据提取和操作的流程，然后交给程序员来实际执行。这是一个缓慢

而繁琐的过程，毕竟大多数商业的境况都是瞬息万变的。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权



6 第 1 章 引 言

因此，那些严重依赖于 BI 的企业正在利用性能快照，尝试理解当前情况和未来趋势，并

对此做出反应。这就如同开车的时候只盯着后视镜，很有可能会撞上什么东西。现在对于企

业来说，就像是已经撞到了一堵僵化的墙，并且缺乏快速适应变化的能力。

预测分析确实在预见方案效果方面做得更出色，然而，将数据驱动模型和优化进行整合，

自动创建完善的解决方案，才是 LION 真正的强大之处。规范性分析做到了引领我们直接从

数据到最佳改进方案，以及从数据到可执行的洞察力，再到行动本身！

1.5 LION 方法的实施

对于处在不同业务状态的企业而言，全面采用 LION 方法作为商业实践的步骤会有所不

同。更重要的是，相关数据的情况也会影响这一进程。显然，在数据收集完成的时候引进 LION

范式会相对容易，开销也更少。对某些企业来说，由于遗留系统的迁移和转换需要涉及大范

围的整理，开销会非常大。这也正是那些老练的服务提供商能大显身手的地方。

除了整理和定义相关数据的结构之外，最重要的一点就是建立起数据分析团队和商业终

端用户之间的合作。LION 方法通过自身的特性提供了一种合作方式，助其共同发现蕴藏在

结构化或半结构化数据中的潜能。数据分析团队能够和商业终端用户高效地并肩合作，关键

在于能够使业务目标的不断变化迅速反映到模型上。LION 方法的引入可以帮助数据分析团

队在价值创造链中产生根本性的变化，它能揭示隐藏的商机，也能加快他们的商业伙伴对客

户要求和市场变化的反应速度。

就业市场也将被打乱。从人类的实例中进行学习的软件将推导出我们在使用却又不明确

了解的规则。这将消除进一步自动化的障碍，在许多需要适应性、常识和创造性的任务中，机

器将会代替工人，也许会让中产阶级处在风险之中 [110]。

LION 方法可以说是一种极具颠覆性的发现隐藏价值的智能方法，它能快速适应改变并

改进业务。通过恰当的规划和实施，LION技术可以帮助企业在竞争中独领风骚，避免被燎原

之火灼伤，同时也可以帮助个人在高技能人才的就业市场中保持竞争力。

1.6 “动手”的方法
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因为这是一本关于从实例中进行（机器）学习的书，所以在学习这本书时也要遵从这一

点。本书大多数的内容都是按照从实例中学习和从实践中学习的原则来安排的。当介绍不同

的技术时，我们会讨论这些技术的基础理论，然后会总结出一些你“应该了解的梗概”。本书

鼓励用现实中的情况来做实验，你可以在本书的网站上找到相关的例子和软件。这样做能让

你体会到 LION 技术并不是只为专家准备的；它属于任何对快速且可测量的结果感兴趣的实

践者。

第一次阅读本书时你可以跳过某些理论部分。但是某些理论知识是十分关键的，它们不

仅能帮助开发新的、更加先进的 LION 技术，还能使你更加得心应手地使用这些技术。掌握

一些基础的、未被稀释的理论，就像在陌生国度旅行时手中有地图指引。如果你是一艘不知

要驶向何处的船，那么风往哪边吹都是无意义的。

我们会尽量兼顾开发人员和终端用户的感受。下面两个图标粗略地表示了不同章节的难

度级别。当然，难易程度的真实感受跟读者的知识背景有关，因此可能与我们试验性的级别

分类不同。

本书作者以及读者群发布的数据、指导说明和教学短片都可以在本书的网站上找到：

https://intelligent-optimization.org/LIONbook/。

我们感谢为这本书做出了贡献的人们。首先是照片和插画。Carlo Nicolini提供了在 LION-

4@VENICE 2010 会议期间拍摄的威尼斯照片。第 1 章的但丁像是 Domenico di Michelino 于

1465 年在佛罗伦萨完成的。George Chernilevsky 提供了第 2 章装着蘑菇的篮子的图片。第 9

章大脑图片是达�芬奇（1452—1519）的作品。聚类深度网络的图来自 Geoffrey Hinton。第

11 章的 Vapnik 教授的照片由 Yann LeCun 提供。超限学习机的图片来自 Guangbin Huang。

储备池的结构图由 Herbert Jaeger 提供。第 13 章的威尼斯绘画由卡纳莱托在 1730 年完成。

第 15 章的绘画是米开朗基罗于 1541 年完成的。我们也在维基百科中找到了一些解释性的图

片。Hopfield 网络图来自 Gorayni，能级相图由 Mrazvan22 提供。本书作者和作者的儿子们都

是维基百科条目积极的撰写者。第 14 章章首 Reschense 湖的照片来自 Markus Bernet。第 10

章的蟾蜍图片由 André Karwath 提供。

最后，我们感谢读者为提升这本书的品质所做的越来越多的贡献。他们包括 Patrizia

Nardon、Fred Glover、Alberto Todeschini、Yaser Abu-Mostafa、Marco Dallariva、Enrico Sar-

tori、Danilo Tomasoni、Nick Maravich、Drake Pruitt、Dinara Mukhlisullina、Rohit Jain、Jon

Lehto、George Hart、Markus Dreyer、Yuyi Wang 和 Gianluca Bortoli。书中的漫画是 Marco



8 第 1 章 引 言

Dianti 赠予我们的礼物。我们十分乐意与读者沟通。如果你有评论、建议或者勘误①
，请给我

们发电子邮件，我们会把你的名字加在下一个版本中。你可以在 LIONlab 的网站上找到联系

方式和电子邮件地址：https://intelligent-optimization.org/。

第 2 版补遗

现在你正在读的是本书的第 2 版：我们在此感谢许多读者发送的更正和改进建议。

电子书

扫描如下二维码，即可购买本书电子版。

① 中文版勘误请读者到图灵社区的本书页面提交：http://www.ituring.com.cn/book/1413。—— 编者注



第2章 懒惰学习：最近邻方法

自然不允许跳跃。

如果你还记得小时候是如何识字的，那么你就可以理解什么是从实例中学习，尤其是监

督学习。父母和老师给你展示一些带有英文字母（a、b、c，等等）的实例，然后告诉你：这是

a，这是 b，⋯⋯

当然，他们并没有用数学公式或者精确的规律来描述这些字母的几何形状。他们只是展

示了一些不同风格、不同形式、不同大小和不同颜色的已标记的实例。经过一些努力和失误

之后，你的大脑就能够正确识别这些实例了。然而这不是关键，因为仅凭记忆你其实就能够

做到这一点。重要的是，通过这些实例的训练，你的大脑还能从中提取出与认字真正相关的

模式和规律，过滤掉不相关的“噪声”（比如颜色），从而进行泛化（generalize），以识别在训

练阶段从未见过的新实例。这是很自然的结果，但确实是值得注意的成果。取得这一成果不

需要什么先进的理论，也不需要博士学位。如果有一种方法也能如此自然而又轻松地解决商

业问题，是不是很令人振奋呢？结合了从数据中学习和优化的 LION 范式就是这样的一种方

法，我们将从这一熟悉的语境开始。

在监督学习中，由监督者（老师）给出一些已标记的实例，系统根据这些已标记的实例来

完成训练。每一个实例是一个数列，它包括一个作为输入参数的向量 x，称为特征（feature），

和与之相对应的输出标记 y。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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本书作者生活的地方有很多的山地和森林，因此采蘑菇是一项十分普及的消遣活动。虽

然采蘑菇很受欢迎也很有趣，但是误食有毒的蘑菇将造成致命的危害（见图 2-1）。这里的小

孩子在很小的时候就学会了如何区分可以食用的和有毒的蘑菇。到这里来的游客可以买到相

关的书籍，书中有这两类蘑菇的图片和特征；他们也可以把采到的蘑菇带到当地的警察局，让

专家帮他们免费检验这些蘑菇。

图 2-1 采蘑菇要区分可以食用的和有毒的

这里有一个被简化过的例子，如图 2-2 所示，假设我们用两个参数，比如高度和宽度，就

能够区分这两种蘑菇。当然，一般来说，我们需要考虑更多的输入参数，像颜色、形状、气味

等，甚至是更加令人困惑的正类（可以食用的）和负类实例的概率分布。

图 2-2 简化的例子：两个特征（宽度和高度）用以区分可以食用的和有毒的蘑菇

那些懒惰的初学者在采蘑菇的时候遵循简单的模式。通常他们在采摘蘑菇之前没有学习

任何相关的知识，毕竟，他们到特伦蒂诺是来度假的，而不是来工作的。当发现一个蘑菇时，
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他们会在书中寻找相似的图片，然后仔细检查对照细节列表中的相似特征。这就是机器学习

中懒惰的“最近邻”（nearest neighbor）算法在实际问题中的一次应用。

为什么这样一种简单的方法是有效的呢？我们可以用 Natura non facit saltus（“自然不允

许跳跃”的拉丁文）原则来解释它。自然的事物与特征常常是逐渐改变，而不是突然改变的。

如果你将书中的一个可食用的蘑菇作为原型，然后发现你自己采摘的蘑菇与这个原型蘑菇的

各项特征非常相似，那么你也许会认为你的蘑菇是可以食用的。

声明：不要使用这个简单的例子来区分真正的蘑菇，因为每一种分类器都有一定的概率

出错，另外蘑菇分类中的假正类（把有毒的蘑菇当成可食用的）将会对你的健康造成极大的

损害。

最近邻方法

在机器学习领域，最近邻方法的基本形式与基于实例的学习、基于案例的学习和基于记

忆的学习有关。它的工作原理如下：我们把已标记的实例（包括输入及相应的输出的标记）储

存起来，不进行任何操作，直到一个新输入模式需要一个输出。这种系统被称为懒惰的学习

者：它们只是将这些实例储存起来，其他的什么也不做，直到用户询问它们。当一个新输入模

式到达时，我们在存储器中查找到与这个新模式相近的那些实例，输出则由这些相近模式的

输出所决定，见图 2-3。一百多年来，这种数据挖掘的形式仍然被统计学家和机器学习专家广

泛地用于分类问题和回归问题。

图 2-3 最近邻分类：一个清晰的情形（左），一个不太清晰的情形（右）。在第二种情形中，标

有问号的查询点的最近的邻居属于负类，但它的更多近邻属于正类

简单点说，一个新输入对应的输出就是存储器里相距最近的那个实例的输出。如果要判

断一个新遇见的蘑菇是否可以食用，我们就把它归到记忆中与之最相似的蘑菇的那一类。

虽然十分简单，但很多情况下这种技术都出奇地有效。然而它毕竟是一种偷懒的方法，要

为懒惰付出代价！不幸的是，为识别一个新实例所花费的时间可能与存储器中的实例数量成
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正比，除非用不那么偷懒的方法。这就好比有一个学生，虽然平常买了不少书，但是只在遇到

问题时才去读这些书。

一个更具健壮性和灵活性的方法是考虑大小为 k 的近邻集合，而不仅仅是最相近的那一

个，不难猜到这种方法被称为 K 近邻（KNN）方法。它的灵活性来源于可以使用不同的分类

方法。例如，新实例的输出可以用多数同意规则，即输出这 k 个近邻中占大多数的那一个输

出。如果想要更加安全的方法，可以仅在这 k 个近邻的输出完全相同时才确定新实例的类别

（一致同意规则），否则就输出“未知”。这个建议可以用在区分有毒的蘑菇时：如果输出“未

知”，就联系当地警方寻求帮助。

如果面临的是一个回归问题（预测一个实数，例如蘑菇中有毒物质的含量），我们可以将

这 k 个最相近的实例的输出平均值作为新实例的输出。

当然，这 k 个实例到新实例的距离可能有所差别，而且在某些情况下，距离较近的实例

对新实例的输出影响更大是很合理的。在这种被称为加权 K 近邻（WKNN）的方法中，权重

取决于距离。

设给定的正整数 k 6 `（` 为已标记实例的个数）；x 表示新的实例，是一个属性向量
①
。

下面是一个用于估计 x 所对应的输出 y 的简单算法，分两个步骤。

(1) 在训练集中找到 k 个下标 i1, · · · , ik，使得属性向量 xi1 , · · · ,xik
与给定的 x 最相近

（根据某种给定的属性空间度量）。

(2) 通过下面的加权平均来计算估计的输出，权重反比于属性向量之间的距离：

y =

k∑

j=1

yij

d(xij
,x) + d0

k∑

j=1

1
d(xij

,x) + d0

(2.1)

其中 d(xi,x) 指两个向量在属性空间中的距离（例如欧氏距离），d0 是一个小的偏移常数，用

以避免出现 0 作为除数的情况。d0 越大，距离较远的点的贡献就越大。如果 d0 趋近于无穷

大，那么这 k 个实例的权重就几乎一样了。

WKNN算法很容易实现，并且相应的估计误差也很小。它的主要缺点是需要大量的内存

空间，以及在测试阶段巨大的计算量。因此我们常常将已标记的实例进行聚类，用来减少所

需的内存空间。聚类方法按照相似性将它们划分成一个个小组，并且只存储每个小组的原型

（中心）。第 15 章会讨论更多的细节。

本书接下来将继续考虑新实例和内存中实例之间的距离，并且将这一想法一般化。核方

法与局部加权回归就可看作最近邻方法的一般化，这两种方法并不是粗鲁地直接将远处的点

排除，而是根据它们到查询点的距离，灵活地赋予它们相应的重要性（权重）。

① feature vector 若译为“特征向量”，恐被误认为 eigen vector，因此译作“属性向量”。——译者注

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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梗 概

KNN（K 近邻）是一种原始的懒惰的机器学习方式：它只是把所有的训练实例存在存

储器中（输入和对应的输出标记）。

当有一个新输入并需要计算其对应的输出时，在存储器中查找 k 个最接近的实例。读

取它们的输出，并根据它们的大多数或平均值推导出新实例的输出。当存储了非常多的实

例时，训练阶段的懒惰会让预测阶段的响应时间变得很长。

相似的输入经常对应着相似的输出，这是机器学习领域的一个基本假设，因此 KNN

方法在很多实际案例中都有效。它与人类的某些“基于案例”的推理具有相似性。虽然这

个方法简单粗暴，但它在很多现实案例中的效果都令人惊奇。

从现在起，不要做一个懒惰的学习者，别以为这样可以高枕无忧。继续读下面的章节，

坚持学下去。早起的鸟儿有虫吃，睡懒觉只能肚子空空了。



第3章 学习需要方法

数据挖掘，名词，对数据进行的严刑逼供⋯⋯

如果拷打得足够久，它会向你坦白任何事情。

无论是对于人类，还是对于机器来说，学习都是一种强大却又微妙的能力。真正的学习

涉及如何从一个现象中提取深层次的、基础的关系，如何简要地概括各种不同的事件所遵循

的规律，以及如何通过发现基本的定律来统一解释不同的情况。

最重要的是，我们真正的目标是能够泛化的模型，以及模型对新实例的解释能力，新实例

是指与训练实例来自同一个应用领域，但在学习阶段没有遇见过的实例，而从实例中学习仅

仅是走向这一终点的途径之一。与此相反，死记硬背常常被认为是非常低效的学习方式，它虽

然对初学者有一定的作用，但是无法使你成为真正的专家。如果目标是泛化，那么模型在学

习集上的表现并不能保证泛化是正确的，还可能导致我们对结果过于乐观，因此要极其谨慎

地估计这个模型的性能。归根结底，只擅于死记硬背的学生日后在生活中未必能取得个人的

成功。

我们需要定义机器学习（简称为 ML）的上下文，让其能够全力发挥，又不会因使用不当

或过于乐观而造成损害。另外，使用 ML 并不意味着就不需要使用我们的头脑了。

事实上，开始机器学习流程之前，用户会根据直觉和智能在原始数据中提取一个具有代

表性的子集，这一步是非常有用的。特征（或属性）是观察到的现象的各个可度量的性质，这

些性质包含了与输出有关的有用的信息。这一准备阶段称为特征选择（选出一个集），以及特
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征提取（生成一个组合，见图 3-1）。

图 3-1 监督的学习体系：特征提取和分类

举例来说，字母和数字的图像可以作为输入，输出则是与图像对应的字母或数字符号。与

此相关的应用包括邮政编码的自动读取、旧书页图片自动转换为相应文本内容等，这些被称

为光学字符识别。直觉告诉我们，图片的绝对亮度不是一个能提供信息的属性（无论亮度如

何，数字都保持不变）。在这种情况下，合适的属性可能与图像中的边缘或灰度直方图等有关。

一些更为复杂的技术尝试确保那些经过平移和放大的图像也能被正确识别，例如在提取特征

的时候参考图像的重心（将一个像素的灰度值当作那个点的质量），或者将图像进行伸缩，使

得黑色部分面积尽可能大，等等。提取有用的特征通常需要对该问题的专注、见解和知识储

备，这样做将大大简化接下来的自动学习阶段。这就好比一位学识渊博的教授为他所擅长的

一门课精心准备教材。

考虑 `元组（元素的有序列表）的训练集，其中每一个元组是形如 (xi, yi), i = 1, · · · , `的

有序对，xi 是一个 d 维空间里（xi ∈ Rd）的输入参数向量（数列），yi 是测量到的输出，即

算法要学习的部分。如前所述，我们将会考虑两类问题：当 yi 可以取实数值时，为回归问题

（regression）；当 yi 在一个有限集里取值时，为分类问题（classification）。

分类问题（识别以特征 x 描述的某一特定目标的类别）中，输出是类别的相应编码。输

出 y 属于一个有限集，例如 yi = ±1，或者 yi ∈ {1, · · · , N}。例如，可以将蘑菇分为两类：可
食用的和有毒的。

回归问题的输出从一开始就是一个实数值，它的目标是通过建模研究因变量（输出值 y）

与一个或多个自变量（输入值 x）之间的关系。例如，根据蘑菇的特征来预测其有毒物质的

含量。

在某些情况下，分类很难始终保持清晰，因为不同类别之间的界线可能是模糊的。试想

如何区分秃顶的人和有头发的人？二者之间并不存在明确的界线，正如为掉头发而焦虑的人

和卖防脱发产品的人所知的那样。

这种情况下，“清晰的”分类问题很自然地转换成回归问题。为了谨慎起见，输出可以是

0∼1的实数值。对于给定的输入值，我们可以认为这个输出值是某个给定类别的后验概率；如
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果不能以概率来解释的话，也可以当作模糊隶属度。举例来说，如果有个人只有几根头发了，

说他有头发的概率是 0.2 并没什么意义，这种情况下说他以 0.2 这个值模糊隶属于有头发的

人可能更合适。当实验的输出数据不确定但可重复时，使用概率是合适的。

以连续值作为输出，例如 0∼1，可以增加分类系统在实际使用中的灵活性。还可以通过设

定阈值，判断是由人还是由更复杂的系统来帮助解决一些令人迷惑的案例（例如案例的输出

落在 0.4∼0.6 的范围内）。简单明了的案例由系统自动处理，而最棘手的案例则由人来处理。

在光学字符识别中，比如有一个图像，它可能是数字 0（零），也可能是字母 O（就像单词 Old

中的那个），系统最好告诉我们每种情况都有 50% 的可能性，而不是强行做一个硬分类。当

然，接下来还可以使用这个字符的邻近字符或语义信息来进一步分辨。

3.1 从已标记的案例中学习：最小化和泛化

监督学习方法使用实例构造一个函数 y = f̂(x)，将输入 x 和输出 y 关联起来。这一关联

选自一个灵活的模型 f̂(x;w)，其中的灵活性来自可调整的参数（即权重系数）w。

为了能有具体的印象，想象一台将输入转化为输出的绞肉机，可以通过齿轮与杠杆来调

节它。或者想象一个等待输入的“多功能盒子”，它能根据内部参数的影响产生输出。用于“自

定义”这个盒子的信息取自给定的训练实例集。ML的神奇之处在于，这些齿轮的调节不是手

动完成的，而是自动通过正确的输入–输出对的示例来进行优化。

图 3-1展示了该架构的一种方案，其中区别了两个部分，即特征提取，以及分类器内部最

优权重的确定。在许多情况下，特征提取需要一些来自人类的洞见，然而最优参数的确定则

是完全自动的，这也是这一方法被称为机器学习的原因。让模型对训练集中的实例进行正确

的分析，从而确定那些自由参数。

认为优化具有强大力量的真正信徒会先从定义误差度量（error measure）最小化开始 ①
，

并通过合适的（自动化的）优化过程来确定最优参数。这里的误差度量指所有正确答案（由实

例的标记得出）与模型输出（由这个多功能盒子的输出得出）之间误差的总和。通常这个误差

是一个绝对值，并经常取其平方值。“误差平方和”可能是机器学习领域应用最为广泛的一种

误差度量。如果误差为零，表明这一模型在给定的实例上能百分之百地正确工作。误差越小，

模型在这些实例上的平均表现就越好。

监督学习因此变成了最小化某个特定的误差函数，这一误差函数依赖于参数 w。如果只

关心最终结果，你可以把优化部分当作多功能盒子上的红色大按钮，当你将已标记的实例集

输入这个盒子后，按下这个按钮，它会就某个具体问题提供自定义的结果。

如果你有兴趣开发新的 LION 工具，接下来的章节将为你呈现优化技术的更多细节。它

们的要领是，如果函数是光滑的（想象一下宜人的草木丰茂的加州群山），人们可以蒙住眼睛，

① 把要优化的函数乘以 (−1)，就可以将最小变为最大。这就是为什么经常谈论“最优化”时通常不会谈及特定方向

的最大或最小的原因。
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像跳伞那样找到一个随机初始点，然后用脚来感觉周围的地势，并总是向着最速下降的方向

移动，这样就可以找到海拔很低的那些点（如湖泊）。计算机并未配备“人类视觉”来“看到”

这些湖泊，只能每次抽样一个点。通过重复两个步骤，在当前点的邻域进行抽样——在 w 空

间中——并移动到误差更小的邻居，可以生成一个值越来越小的轨迹。神奇的是，对许多应用

而言，这个简单的过程足以达到适当的 w∗ 值。

现在用数学的语言来表述。如果需要优化的函数是可微的，一个简单的方法是使用梯

度下降（gradient descent）。人们可以重复地计算这个函数关于权重的梯度，并朝着负梯度

的方向移动一小步。事实上，这是神经网络里很流行的一种技术，称为基于误差反向传播

（backpropagation）的学习 [115, 116, 92]。

函数是平滑的，这一假设并非凭空捏造，而是基于监督学习的一个基础的平滑假设：若

两个输入 x1 和 x2 距离很近
①
，则它们对应的输出 y1 和 y2 应该也很相近。如果这一假设不

成立，那么就不可能将有限训练集泛化到可能无限多的尚未见过的新测试案例上。可以注意

到，人们大脑中的信号和相互作用的物理现实都满足这一平滑假设。树突中的化学和电信号

交互可看作神经元的输入，神经元的活动（输出）平滑地依赖这些输入，并依次作出反应。

到现在，你可能会认为机器学习等同于对训练集上的某性能度量的优化，但还缺失了一

个部件。误差函数的最小化是首要的关键因素，但并不是唯一的。如果模型复杂度（灵活性、

需要调整的参数个数）极高，模型在训练实例上达到零误差是非常容易的，但若将这个模型

用于预测新实例的输出，则很可能会一塌糊涂。用人类的学习来打比方，如果死记硬背却未

抓住真正的规律，学生将很难做到举一反三。这与偏差–方差（bias-variance）困境有关，它要

求我们在选择模型的时候倍加小心，或者将目标函数最小化，改为训练实例误差与模型复杂

度的加权组合。

偏差–方差困境可表述如下。

• 参数过少的模型会因较大的偏差而失准：它们缺乏灵活性。
• 参数过多的模型则会因较大的方差而失准：它们对于样本中的细节过于敏感（细节中
的改变将会使模型产生大的变化）。

• 找到最佳模型需要控制“模型复杂度”，即模型的结构和参数数量都要恰到好处，从而
在偏差和方差之间达成折中方案。

避免过于复杂的模型，而优先选用简单的模型，这种偏好有一个有趣的名字：奥卡姆剃

刀，意指“剃去”理论中那些不必要的复杂性
②
。优化仍在使用，但由于顾及模型的复杂度问

题，误差度量需要进行整合。

① 有些情况下可以测量 x1 和 x2 之间的标准欧几里得距离，但其他情况下需要更有针对性的度量方法。

② 奥卡姆剃刀归功于 14 世纪的神学家和方济会修士奥卡姆的威廉，他写道：“如无必要，勿增实体（entia non sunt

multiplicanda praeter necessitatem）。”引用艾萨克�牛顿的解释：“我们要承认，无须为自然事物寻找更多的原因，能正

确并充分地解释事物的表现就够了。因此，对于相同的自然现象，我们尽可能给出相同的原因。”
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区分监督分类的两类方法也是有意义的。第一类热衷于得到某个关于输入是如何产生输

出的“构造性的模型”；第二类更在意结果，即获得正确的分类。前者关心对内在机制的解释，

后者则单纯地在意其性能。

第一类情况下，生成方法（generative method）尝试在实例中建模，为不同的类型 y 生成

实测数据 x的过程进行建模。给定某个类，比如有毒的蘑菇，它具有某种外形的概率是多少？

用数学的术语来说，学习到的是一个类条件概率密度 p(x|y)，即在给定 y 的情况下 x的概率。

那么，在给定一个新测量 x 时，根据贝叶斯定理，分类 y 可以通过最大化后验概率得到：

p(y|x) =
p(x|y)p(y)∑
y
p(x|y)p(y)

(3.1)

其中 p(x|y) 称为数据的似然性，p(y) 是先验概率，用以反映在测量之前各种结果的可能性。

分母中的项就是普通的规范化条件，使得概率之和为 1。有个用于帮助记忆贝叶斯定理的口

诀：后验 = 先验×似然性。

判别算法（discriminative algorithm）就不会尝试建模数据的生成过程，它们直接估计

p(y|x)，这个问题在某些情况下比之前生成方法的两步过程（首先建模 p(x|y)，然后才导出

p(y|x)）要更简单。判别型方法的例子包括多层感知器神经网络，以及支持向量机（SVM）等，

接下来的章节里将会讨论。

判别算法所示的捷径具有深远意义，我们不必知道某些类别如何产生输入实例，也不必

为此建立一个详尽的模型，就可以构造精确的分类器。想要不用冒着生命危险去采摘蘑菇，并

不需要成为真菌学家，你只需要大量有代表性的蘑菇实例集，并且它们已经正确地分好了类。

认识到不需要成为某个领域的专家就可以做出贡献，这是个人的一小步，却是 LION 发

展道路上的一大步。不用说，成功的企业用朴实低调而又功能强大的数据驱动和优化驱动的

工具，弥补了专业知识方面的缺憾。

3.2 学习、验证、测试

基于已标记实例的学习要求我们采用细致的实验程序来测量学习过程的效果。尤其注意，

不能将已经用于训练的实例再用于测试学习系统的性能，如果这么做，将是一个可耻且无法

原谅的错误。机器学习的目标是获得一个拥有泛化能力的系统，用以分析新的或以往未见过

的数据；否则，这个系统就不是在学习，而只是记住了一些已经知道的模式，这也是学校不停

更换考试题的原因⋯⋯

假设有一个能从给定的概率分布中生成标记实例的监督者（一个软件程序或实验过程）。

在训练阶段，我们最好向监督者索要一些实例，在测试性能阶段再索要一些新的实例。理想

情况下，用于训练的实例数量应足以确保收敛，并且用于测试的实例数量也应该足以保证这

个估计具有统计学意义。如果一个用于区分可食用蘑菇和毒蘑菇的机器学习系统只测试了 7

个蘑菇，那么我们强烈建议你不要认为这个系统是可用的。
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然而现实可能与理想相差甚远。一些情况下，训练集是相当小的，并且需要尽可能保证

它们能同时满足训练和性能测试的要求。这种情况下，实例集必须清楚地分为训练集和验证

集，前者用来训练，后者用来测试性能，如图 3-2 所示。一个典型的性能测试是系统输出与监

督者给出的正确输出之间的均方根（root mean square，RMS）误差。值集的 RMS值是原始值

的平方的算术平均的平方根。若 ei 是第 i 个实例的误差，则 RMS 值由下式给出：

RMS =

√
e2
1 + e2

2 + · · ·+ e2
`

`

图 3-2 标记的实例必须分为训练集、验证集和测试集

一般而言，学习过程通过优化模型参数以使得模型尽可能好地拟合训练数据的输出。那

样的话，如果我们从验证数据的同一个总体中取一个独立的抽样作为训练数据，一般会导致

验证数据集的误差大于训练数据集的误差。如果训练过度的话，这种差异很可能会变得非常

严重，并导致过拟合（过度训练）。当训练实例很少，或者模型中的参数很多时，更容易发生

这种情况。

如果实例数量非常有限，就会面临一个问题：我们是希望用其中的大多数来训练，但要

承担一个差劲的有噪声的性能测量的风险，还是拥有一个更具健壮性的性能测量，但要放弃

一些训练实例？具体来说，如果有 50 个蘑菇实例，你是用其中的 45 个来训练，用剩下的 5

个来做测试，还是 30个用于训练，20个用于测试？⋯⋯幸好交叉验证（cross-validation）可以

帮我们跳过这个尴尬的境况，这是一种普遍适用的方法，它通过重复实验来预测模型的性能，

而不是依靠数学分析。

交叉验证的基本思路是以不同的划分形式将原实例集多次划分成两部分，一部分用于训

练，另一部分用于测试，再重复多次训练–测试实验，最后取测试结果的平均值。这一思路可

以通过K 折交叉验证来实现：将原集随机分为 K 个子样本，K − 1 个子样本用于训练，还有
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一个子样本用于测试。重复这一过程 K 次，保证每个子样本有且仅有一次作为验证数据。最

后，将各次的结果平均计算出一个估计值。这种方法的优势是每一个测点都既充当过训练数

据，又充当过验证数据，并且刚好有一次用于验证。若实例集实在是非常小，则可使用交叉验

证的一种极端情况——留一验证（leave-one-out cross-validation），每次留下原实例集中单独的

一个测点用作验证数据，余下的实例都用作训练数据（这种情况下，K 等于实例数）。

分层交叉验证（stratified cross-validation）作为一种改进，可以避免训练集和测试集中不

同类的平衡问题。它能够避免有时发生这种情况，即某一个类在训练集中很多，而在验证集

中很少（相对于所有实例的平均出现率）。应用分层能够分别从每个类别中抽取出 `/K 个测

试样本，以保证不同类别的实例分布均衡（见图 3-3）。

图 3-3 分层交叉验证，图中是两个类别的例子。在普通的交叉验证中，实例的 1/K 用于测试，

然后该切片“轮换”K 次。在分层的情形中，每个类别中有一个独立切片，用于保持两

个类别的相对均衡

如果机器学习方法本身也有一些需要调节的参数，那么将产生一个附加问题。为了避免

与模型中的基本参数混淆，或者说为了避免与多功能盒子中自定义的权重相混淆，我们称这

些参数为元参数。假设我们想要确定一个迭代的最小化方法的终止条件（什么时候停止训练），

或者一个多层感知器中的隐藏神经元的数量，再或者一个支持向量机（SVM）中的关键参数

的合适取值。为元参数寻找最优值意味着需要多次重用验证集。而重用验证集又意味着它们

也成为了训练过程的一部分。事实上我们正在处理一种元学习，也就是要学会学习的最佳方

法。验证集被重用得越多，测得的性能就越可能过于乐观，这很危险，因为已经和新的数据上

的真实表现不一致了。这就是现实版的“对数据进行的严刑逼供⋯⋯如果拷打得足够久，它

会向你坦白任何事情”。

在上面提到的方法中，有限的实例集中的每一个实例都被用于各种用途，而合理的做法

是，需要将数据分为 3 个集合: 一个训练集、一个验证集和一个（最后的）测试集。其中测试

集仅在最后测试性能时用到一次。

最后，请注意，在标准的单轮训练–验证循环中，“验证”和“测试”常被用作同义词，这

可能会更令人感到困惑。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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3.3 不同类型的误差

在测试一个模型的性能时，各种各样的误差带来的影响并不一样。如果你将有毒的蘑菇

当作可食用的，你可能会有生命危险；如果你将可食用的蘑菇当作有毒的，你只是浪费了一

点时间。根据问题的不同，确定最佳分类的标准也随之改变。考虑一个二元分类（输出“是”

或者“否”）。一些可能的标准是：准确率（accuracy）、精确率（precision）和召回率（recall）。

虽然它们的定义都很简单，但是需要小心区分以避免混淆（见图 3-4）。

图 3-4 矩阵中的每一行报告一个类别的不同分类。你可以想象从左边进入，按不同的列进行分

类，再从顶部退出的情况。准确率定义为正确答案占总体的比例，精确率定义为正确答

案占标记为正类的比例，召回率定义为正确答案占本身是正类的比例。图中依据浅灰色

区域的案例，对暗灰色区域的案例进行了划分

准确率是这个分类器给出正确结果（真的正类和真的负类）的比例。其他的度量标准都

专注于被标记为属于此类（“正类”）的情况。精确率等于真的正类数（正确地被标记为属于

正类的实例数）除以被标记为属于正类的实例数（真的正类数和假的正类数之和，假的正类

是指错误地被标记为属于正类的实例）。召回率等于真的正类数除以本身属于正类的实例数

（即真的正类数和假的负类数之和，假的负类是本应该标记为正类，却错误地被标记为负类

的实例）。精确率回答这个问题：“有多少被标记为正类的案例是正确的?”召回率回答这个问

题：“有多少正类的案例被正确地检索为正类了?”那么现在，在采摘蘑菇时，你是希望精确率

更高，还是召回率更高？

混淆矩阵（confusion matrix）展示了不同案例的分类情况，其中有正确的分类，也有被混

淆成其他类别的（见图 3-5）。

其中的每一行都展示了某个类别的情况：考虑的总实例数，以及其中有多少被正确地识

别（对角线上的单元格），或者有多少被错认为其他类别的成员（其他列上的单元格）。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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图 3-5 光学字符识别的混淆矩阵（手写的邮政编码数字）。其中的各种混淆也有道理可言。例

如数字“3”被正确识别 632 次，被错认为“2”8 次，被错认为“5”10 次，被错认为

“8”7 次。“3”从没有被错认为“1”或“4”，因为它们的形状差别太大了
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梗 概

机器学习（ML）的目标是用一个训练实例集来建立系统，这个系统能够正确地泛化到

新实例上，这些新的实例是在学习阶段没有见过的，但来自同一个问题。

ML 的学习即是为一个灵活的模型找到合适的参数值，这些参数要使得实例集上的误

差度量自动最小化，同时也需要避免复杂的模型，从而增加正确泛化的概率。

这个系统的输出值可以是一个类（分类问题），或者是一个数值（回归问题）。在某些

情况下，为了增加可用性，可以输出某一类的概率。

只要我们有丰富的有代表性的数据，我们可以在不知道背景知识的情况下建立一个准

确的分类器。相较于基于专业领域知识的手动构建的系统，这是一个了不起的改变。

ML 是非常强大的，但是它要求严格的方法（一种 ML 的“教育学”）。可以肯定的是，

不要在训练集上测试性能，因为这是弥天大罪：重用验证数据将导致过于乐观的估计。如

果实例非常稀缺，你可以使用交叉验证这一手段来炫耀你是个 ML 专家。

为了安全起见，也为了置身于 ML 的天堂，你应该保留一些实例用于测试，仅在最后

测试性能的时候使用它们。

测试一个模型的性能的方法并不是唯一的，不同类型的误差可能造成不同的损失。准

确率、精确率和召回率是二元分类中性能度量的一些可能的选择，对于更多类别的情况，

一个混淆矩阵可以给出全部信息。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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第一部分

监 督 学 习



第4章 线 性 模 型

大多数惯用右手的人拥有线性思维，爱用传统的方式思

考。（读者可以自由选择是否相信我们的开场白。）

优化的强大力量建立在拥有神奇力量的线性代数上。你是否记得在学校里老师说“好好

学习线性代数，你会受益终身”？好吧，多年以后你会发现他是对的。线性代数是“数学生存

工具包”，当你面临一个棘手的问题时，应该首先试试线性方程组。在很多情况下，即使你不

能用线性代数直接解决这些问题，至少也能得到一个不错的逼近。这不足为奇，解释数据的

模型也是这样的。

图 4-1 中画出了不同车型的价格与它们的功率之间的函数关系。正如你所能想到的，功

率越大的汽车，价格也会越高。汽车经销商是诚实的，这两个量之间有着近似的线性关系。如

果用这个线性模型（这条直线）来总结这些数据，我们的确会损失一些细节，但是趋势会保留

下来。我们所做的就是用直线来拟合（fitting）这些数据。

当然，定义我们所说的“最优拟合”会马上将我们引向优化（optimizing）对应的收益函

数。
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图 4-1 不同车型的价格与功率的数据。线性模型看起来像一条直线

4.1 线性回归

输入与输出特征的线性相关是一个广泛采用的模型。这一模型十分简单，并且训练起来

很容易。另外，模型中每一项的权重系数都为这一项对应的特征的重要性提供了直观的解释：

某一项权重系数的绝对值越大，对应的属性的影响就越大。所以，为了不让问题变得复杂，不

要轻易尝试非线性模型，除非你的理由十分充足。

数学家不愿意浪费树木和纸张
①
，数组（向量）常用一个字母来表示，比如 w。向量 w 由

它的分量 (w1, w2, · · · , wd) 组成，其中 d 是输入属性的个数，或者说维度。向量以一列的方式

“站着”，为了使它们躺下来，你可以对它们进行转置操作，得到 wT。因此，向量 w 和 x 之

间的标量积就是 wT · x，根据标准的矩阵乘法，相当于 w1x1 + w2x2 + · · ·+ wdxd。

输出与输入参数成线性关系的这一假设可以表示为：

yi = wT · xi + εi,

其中 w = (w1, · · · , wd) 为待确定的权重向量，εi 是误差项。在大多数情况下，假设误差项

εi 遵从高斯分布。即使一个线性模型能正确地解释这些现象，误差仍然会在测量时产生：每

① 在本书中我们不能非常深入地讲解线性代数，我们将给出基本的定义和动机，你能够非常容易地在专业书籍或者

网站上找到进一步的内容。
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一个物理量都只能在有限精度内测量。逼近并不是疏忽的产物，而是因为测量本身就不是完

美的。

现在人们寻找一个权重向量 w，使得线性函数

f̂(x) = wT · x (4.1)

尽可能逼近实验数据。这一目标可以通过寻找使平方误差和最小的 w∗ 来达到（最小二乘逼

近，least squares approximation）：

ModelError(w) =
∑̀

i=1

(wT · xi − yi)2 (4.2)

如果在一个不太现实的场景里，测量误差为零并且有一个完美的线性模型，那么就留下

了一个线性方程的集合 wT · xi = yi，其中每一个方程对应一次测量，如果这个方程组是良好

定义的（d个未知数对应 d个非冗余的方程），那么它们可以用标准的线性代数方法求解。然而

在所有的现实场景里，测量误差都是存在的，并且测量数 (xi, yi) 可以远远大于输入维度。因

此人们需要寻找一个近似解，确保权重向量 w 使得式 (4.2) 对应的值——通常大于零——尽

可能小。

使用线型模型其实不需要了解式 (4.2) 是如何被最小化的，优化的真实信徒可以放心地

相信它解决线性模型问题的神奇手法。但如果你对此充满好奇，或有自虐倾向，或要处理某

些规模非常大而且比较困难的情况，可以考虑读一下 4.6 节和 4.7 节。

4.2 处理非线性函数关系的技巧

线性代数的美味现在肯定让你食欲大增了，但很可惜，并不是所有情况都能被一个线性

模型解决。在很多情况下，一个形如 f(x) = wTx 的函数是不实用的，因为它确实有着过多

的限制。尤其考虑到它还假设 f(0) = 0。这个问题可以通过加入一个常数项 w0 来解决，这样

就从线性（linear）模型变成了仿射（affine）模型：f(x) = w0 + wT · x。这一常数项也可以并
入到内积中，只需要重新定义 x = (1, x1, · · · , xd)，这样等式 (4.1) 对仿射模型仍然成立。

加入一个常数项是建模非线性函数关系方法的一种特殊情况，然而其他部分还属于最小

二乘逼近的简单情况。这一明显的矛盾可以用一个技巧来解决：仍然用线性模型，只不过将

原输入数据 x 进行非线性转换得到非线性属性，并在其上应用线性模型。我们可以定义这样

的一个函数集：

φ1, · · · , φn : Rd −→ Rn

它从输入空间映射到某个更为复杂的空间，使得我们可以用向量 ϕ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))

进行线性回归，而不是原始数据 x。
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举例来说，如果 d = 2 并且输入向量 x = (x1, x2)，输出的二次相关可以通过如下的基函

数（basis function）得到：

φ1(x) = 1, φ2(x) = x1, φ3(x) = x2,

φ4(x) = x1x2, φ5(x) = x2
1, φ6(x) = x2

2

注意定义 φ1(x) 是为了使函数中允许常数项的存在。上面描述过的线性回归的方法则可以用

在经过这些基函数变换后的六维向量上，而不是原来的二维参数向量。

更精确地说，我们寻找如下的一个函数，它是权重向量 w 和属性向量 ϕ(x) 的标量积：

f̂(x) = wT ·ϕ(x)

输出是这些变换后的属性的加权和。

4.3 用于分类的线性模型

4.1节考虑了能近似拟合观察数据的线性函数，例如最小化平方误差的总和。然而在某些

任务中，输出的可能取值被限定在一个很小的集合里。其中涉及分类问题。

假设输出变量是二值的（如 ±1）。在此情况下，线性函数可以用作判别器（discriminant），

基本思路是让一个垂直于向量 w 的超平面将这两类隔离开。平面是直线的一般化；同样，当

维度大于 3 时，超平面就是平面的一般化。

训练过程的目标是找到最佳的超平面，使得属于同一类的实例在这个超平面的一边，而

属于另一类的实例在另一边。用数学语言表述就是，要找到最佳的系数向量 w 使得决策程序

y =

{
+1 如果 wT · x > 0

−1 其他情况
(4.3)

表现得最好。决定最优线性分离函数（best separating linear function，几何上的一个超平面）

的方法取决于分类标准和误差度量的选择。

从这一章可知，如果要进行回归，可以要求第一类的点映射到 +1，第二类的点映射到

−1。这是一个比可分离更强的要求，但是让我们能够使用回归的方法，像梯度下降法（gradient

descent）和广义逆矩阵法（pseudo-inverse）。此外，最小二乘法不仅可以实现两个类别样本的

分类（如果这两类样本是可分的），还可以让分类是健壮的，分割的超平面离样本都很远，这

也是接下来的章节将会遇到的一个主题。通过强制模型的输出为 +1 或 −1，加上平方误差惩

罚项，可以避免得到过多的分割超平面，从而提升模型的稳定性。一个普通的分割超平面可

能使得正负样本的输出都接近于 0（例如 +1 样本的输出值为 0.000001，−1 样本的输出值为

−0.000001），这样当我们使用该模型对有噪声的测试数据进行分类时，就很容易得到错误的

类别（见第 11 章，图 11-1）。
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如果训练实例不能被一个超平面所分离，要么忍受一些训练误差，要么尝试使用前面建

议的技巧，从原始数据中计算出一些非线性的属性，使得变化后的输入能够被分离。图 4-2给

出了一个例子，两个在 0-1 坐标上的输入，输出是对应的异或函数（XOR 函数，一个输入与

另一个输入的或，但不都等于 1）。

图 4-2 不能进行线性分离的情形（XOR 函数，左）。可以通过将点以非线性方式映射到更高维

度的空间，通过超平面获得线性分离

在原二维输入空间里，这两类（以 1 或者 0 为输出）不能被一条直线（一个一维的超平

面）分离。但是它们能够在转换后的三维输入空间里被一个平面分隔开。

4.4 大脑是如何工作的

我们的大脑是一团乱麻，至少本书作者的是这样。可以肯定的是，计算两个很大数的和

的系统，与玩“赶尽杀绝”这类动作游戏的系统是很不一样的。进行逻辑演算或推理的系统认

出母亲的脸的系统也是很不一样的。前一种系统是迭代的，它的工作方式是按照顺序的步骤

来进行的，需要有意识地努力集中注意力。后一种系统以并行的方式工作，速度很快，无须太

多努力，以非符号的方式（不会用到符号和逻辑）工作。

机器学习中的不同机制可以模仿这两类系统。线性判别器运用迭代梯度下降的学习方法

来逐步改进，它更多模仿的是非符号系统；基于一连串“如果–那么–否则”规则（后面的章节

将会提到它们）的分类树更多模仿的是逻辑系统。

用于分类的线性函数有许多名字，其中具有历史意义的一个是感知器，它强调了与生物

神经元的类比。神经元以化学突触来通信（见图 4-3）。突触 ①
在神经元的工作中必不可少：

神经元是一类特定的细胞，它们专门将信号传递给各个靶细胞，而完成这一工作需要依靠

突触。

①“突触（synapse）”这个词是由希腊语“syn-”（在一起）与“haptein”（密切合作）合成的。
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图 4-3 人类大脑中的神经元和突触

触发突触进行信号传递的基本过程是利用传播的电信号，这些电信号又是从神经元的电

兴奋膜产生的。当且仅当兴奋性和抑制性突触的输入信号的结合超过某个给定的阈值时，这

个电信号才会产生（神经元的输出打开了）。图 4-4因此可以被看作单个神经细胞的抽象和功

能性的表示。

图 4-4 感知器：输入的加权和通过最终的“挤压”函数输出

4.5 线性模型为何普遍，为何成功

线性模型如此普遍的深层原因是存在于许多或大部分物理现象中的平滑性（“自然不允

许跳跃”）。图 4-5 中的例子表明，青少年的平均身高随着年龄逐渐增长，而不是跳跃式地增

长，直到青春期之后慢慢停滞。
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图 4-5 描述物理现象的函数一般都是平滑的。图中身高–年龄曲线可以用从 2∼20 岁的切线逼近

现在，如果你记得微积分的知识，每一个光滑（可微）函数都可以在一个点 xc 附近得到

它的泰勒展开式逼近。这个展开式序列的第二项就是线性的，由梯度 ∇f(xc)和位移量的标量

积给定，余项以二阶的速度收敛到零：

f(x) = f(xc) +∇f(xc) · (x− xc) + O(‖x− xc‖2) (4.4)

因此，在平滑系统中，如果考虑与一个特定点 xc 相距很近的点，那么线性逼近是一个合理的

起点。

一般情况下，局部模型将只在一个给定的点附近表现得相当好。在青少年身高增长的线

性模型中，7 岁那个点对应的切线在 15 岁以后就不适用了。幸好如此，否则我们的房子就不

够大了。

4.6 最小化平方误差和

线性模型通过最小化式 (4.2) 中的平方误差和确定下来。如果你不满足于“证据在布丁

里”
①
的说辞，而是想深入理解这件事情，那么请继续读下去。

① 这句谚语表明，“我”有足够的证据，但“我”不想论证了，你自己试试就知道了。（原意是，布丁好不好吃，得自己

尝尝。）——译者注
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前面提到过，在一个零测量误差和完美线性模型的不现实场景里，人们只需要解一系列

线性方程wT ·xi = yi，每一个这样的方程对应于一次测量。如果这个系统是良好定义的（d个

非冗余的方程对应 d 个未知数），我们就可以通过对系数矩阵求逆（inverting the matrix）来

解这些方程。

在实际操作中，让模型误差（ModelError）达到零是不可能的，另外数据点的个数会远远

大于参数个数 d。并且，我们要记住学习的目标是泛化，我们感兴趣的是降低未来预测的误

差。没必要过分地要求降低训练误差，以极低或零误差重新产生训练样本，这种要求事实上

会适得其反。

我们需要通过允许误差的存在来将线性方程组的解进行一般化，从而一般化矩阵的逆。

幸运的是，等式 (4.2) 是二次的，求它的最小值将再次得到线性方程组。实际上，你可能会意

识到二次模型的成功正与这个事实有关：在我们计算导数后，就留下了一个线性表示。

如果你熟悉数学分析，那么求最小值很简单：计算梯度，然后要求它为零。如果你不熟悉

数学分析，想想一个山谷的底部（最小值的那些点）的特征，就是一些小的移动，会使你保持

在同一个高度。

下面的方程可以确定 w 的最优值：

w∗ = (XTX)−1XTy (4.5)

其中 y = (y1, . . . , yl) 并且 X 是以向量 xi 为行的矩阵。

矩阵 (XTX)−1XT 是广义逆矩阵（pseudo-inverse），它是对那些非方阵矩阵的矩阵求逆

的一种很自然的延伸。如果这个矩阵是可逆的，并且这个问题可以零误差地求解，那么广义

逆矩阵就等于逆矩阵，但是一般情况下，例如训练实例数大于权重系数的个数时，寻求一个

最小二乘解能避免无法找到精确解的尴尬，并且能提供一个统计上有意义的“折中”解。在现

实中，精确模型与自然本身和物理测量的不精确性是无法兼容的，因此也难怪最小二乘和广

义逆矩阵能跻身于最流行的工具中。

解等式 (4.5) 的方法是“一招制胜”：从实验数据中算出广义逆矩阵，然后相乘得到最优

权重系数。在某些情况下，如果训练实例数非常大，基于迭代方法的梯度下降可能会更受欢

迎：从一个初始权重系数开始，然后沿着负梯度的方向小步移动，直到梯度变为零，到达一个

稳定点。顺便说一下，也许你已经想到了，真实的神经系统，比如大脑，并不采用线性代数这

种“一招制胜”的方式，而是更多地使用迭代的方法，逐步地改进权重系数。也许这就是线性

代数在学校里不那么受欢迎的原因。

注意平方误差的最小化有如图 4-6 中物理学上的弹簧模型的类比。想象一下，每一个样

本点都有一根与刚性杆相连的垂直弹簧，这个刚性杆是最优拟合直线的物理实现。所有的弹

簧都有一样的弹性系数，在松弛状态下长度为零。这种情况下，每根弹簧的势能与它长度的

平方成正比，因此式 (4.2) 描述了这个系统的整体势能，仅相差一个常数因子。如果让这个物
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理系统振荡起来，直到达到平衡，在阻尼振荡的情况下，那么这根刚性杆的最终位置就给出

了最小二乘的拟合参数；这就是一台直线拟合的模拟计算机。

图 4-6 在物理学中，最小二乘拟合的原理类似于弹簧，最佳拟合的直线最小化整个系统中所有

弹簧的势能（正比于弹簧长度的平方和）

你肯定会忘了广义逆矩阵，但肯定永远不会忘记这个阻尼振荡的弹簧物理系统，它能为

这些实验数据找到最好的拟合直线。

如果属性是通过某个 ϕ 函数变形的（作为一个考虑非线性关系的技巧），求解的方式也

十分相似。令 x′i = ϕ(xi), i = 1, · · · , `表示训练输入元组 xi 的变形。如果 X ′ 是以 xi 为行向

量的矩阵，那么关于最小二乘逼近的最优权重系数可以这样求得：

w∗ = (X ′TX ′)−1X ′Ty (4.6)

4.7 数值不稳定性和岭回归

实数（比如 π 和“大多数”的数）无法在数字计算机中表示出来，它们是“伪的”。数字

计算机中的每个数都被赋以一个固定的有限的二进制数，没有方法来表示一个无限数位的数，

像 3.14159265 . . .。因此，在计算机中表示的实数都是“伪的”，它们能并且经常造成误差。误

差会在数学运算的过程中不断传播，在某些情况下，一连串运算的结果可能与数学上的结果

相差甚远。找一个矩阵，求它的逆矩阵，并且将二者相乘。你期望会得到单位矩阵，但最后你

却得到一个不同的答案。也许你应该查查银行使用的小数精度。

当训练实例数很大的时候，式 (4.6) 是超定（over-determined）情况的线性系统的解（线

性方程多于变量）。特别是矩阵 XTX 必须是非奇异的，这要求训练点集 x1, · · · , x` 没有全部

落在 Rd 的某个真子空间里，也就是说它们没有被“对齐”。在很多情况下，即使 XTX 是可

逆的，也有可能因为训练点集的分布不那么合适而导致不稳定。稳定性在这里意味着样本点

中的微扰只会造成结果中的微小改变。图 4-7中给出了一个例子，如果样本点的选择不好（右

图，x1 和 x2 不是独立的），将会使系统更多地依赖于噪声，甚至是舍入误差。
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图 4-7 一个分布均匀的训练数据集（左侧）会得到一个稳定的数值模型，而一个糟糕的数据点

选择将会得到许多差异很大的拟合平面，比如右侧图中的数据点几乎分布在一条直线

上（引自参考文献 [9]）

如果没有办法来改变训练样本点的选择，而样本点又没有如愿地分布时，用以保证数值

稳定性的数学工具是岭回归（ridge reghression）。它在需要最小化的（最小二乘）误差函数中

加入了一个正则化（regularization）项：

error(w;λ) =
∑̀

i=1

(wT · xi − yi)2 + λwT ·w (4.7)

对 w 进行最小化，得到：

w∗ = (λI + XTX)−1XTy

在对角线上插入这些小的项使得求逆变得更加具有健壮性。另外，事实上人们也要求将权重向

量的规模列入考虑范围，以避免出现如图 4-7中右图那样陡峭的差值平面。术语“岭”（ridge）

指的是将最优权重绘制为 λ 的函数时所造成的图形突起的模式。正如你所想象的，较大的 λ

值会导致总权重的收缩（图 4-8）。

图 4-8 “岭”图，较大的 λ 值会导致总权重的收缩
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如果你感兴趣的话，这一方法的理论基础是 Tichonov正则化，它是处理众多不适定（ill-

posed）问题的最通用的方法。如果一个问题没有给出足够的信息来唯一确定一个解，那么这

个问题被称为不适定的，例如实例数不够多。因此有必要提供一些额外的信息或者作出平滑

性的假设。通过同时最小化实验误差和惩罚项，我们寻找这样一个模型，它不仅能很好地拟

合，还足够简单，以避免在估计复杂模型时出现的大的变化。

你使用机器学习的时候不需要知道这些理论，但必须要意识到这个问题。当复杂的运算

没有产生预期的结果时，这种意识将提升你的故障排除能力。避免非常大或非常小的数是一

种解决大多数问题的实用方法，例如在机器学习之前，对输入数据进行缩放。

梗 概

传统的线性回归模型（一组输入–输出对的线性逼近）通过最小化线性模型预测值与

训练样本输出值之间的平方误差和来找到可能的最好的实验数据线性拟合。最小化可以是

“一招制胜”，通过推广线性代数中的矩阵求逆，也可以通过迭代的方式逐步修改模型参数

并降低误差。广义逆法可能是拟合实验数据的最常用的技术。

在分类中，线性模型旨在用线条、平面与超平面来分离实例。要确定分离平面，人们

可以要求把输入值映射到两个不同的输出值（如 +1 和 −1）并使用回归。考虑到泛化性，

找到健壮的分离超平面的更先进的技术是下面章节中将会描述的支持向量机。

计算机中不存在实数，它们只能用有限大小的二进制数字逼近，而这可能会导致误差

和不稳定（样本点的小扰动导致结果变化较大）。

一些机器学习方法与生物大脑从经验和功能中的学习方式存在松散的联系。学习骑自

行车与符号逻辑和方程无关，而是关于如何进行逐步调整以及⋯⋯迅速从初始的事故中恢

复过来。
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如无必要，勿增实体。

—— 奥卡姆的威廉（约 1285—1349）

上一章关于线性模型（模型的参数是线性的，即线性参数模型）的讨论留下了一些问题。

一个严谨的建模工作的输出并不是一个单一的“带走它或者留下它”的模型。通常，人们通过

评价一个模型的性能（拟合的优劣）来处理多种建模体系结构，通过确定模型参数估计值的

置信区间（例如误差线）来选择尽可能好的架构，等等。读完本章之后，你应当可以从一个普

通用户变成专业的最小二乘法大师。

上一章中提到了一个用于处理非线性性的技巧：用某个非线性函数 ϕ 对原输入进行映

射，然后在转换后的输入空间里考虑一个线性模型（见 4.2 节）。虽然本章讨论的话题适用

于一般情况，但是如果你记得单一输入变量的多项式拟合（polynomial fit）这一特殊情况，

有助于你直觉上的理解。在单一输入变量的多项式中，非线性函数包含了原输入的幂，如下

所示：

φ0(x) = x0 = 1, φ1(x) = x1 = x, φ2(x) = x2, · · ·

这是让人特别感兴趣的一种方法，也在现实中被广泛应用，因此值得研究。

原始数据以成对值的方式给出：

(xi, yi), i ∈ 1, 2, · · · , N
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目标是推导出函数 f(x)，它要近似地建模 Y 对 X 的依赖关系，以便能在新出现的和未见过

的 x 上计算函数值。

学习数据显著的模式和关系，意味着需要消除非显著的细节，例如测量噪声（由物理测

量中有限精度导致的随机误差）。想想如何建模一个人的身高随着年龄改变的趋势。如果你重

复用高精密仪器测量你的身高，那么每个测量会得到不同的值。这些带噪声的测量反映了一

个简单的事实，那就是只能用有限的数位来描述你的身高（没有哪个精神正常的人会回答自

己的身高是 1 823 477 微米）。

回到模型上来，我们并不要求函数也对噪声建模，也不要求函数图像准确地经过样本值

（也就是说，不要求对所有的样本点都有 yi = f(xi)）。我们并不是做插值（interpolation），而

是拟合（即兼容、相似或一致的）。不完全保真并不是一个坏处，相反还是一个优势，通过简

化分析和允许忽略一些细节的推理论证，它能够提供建立更强大的模型的机会。如图 5-1 所

示，一个插值数据集中所有点的函数与一个简单得多的函数进行比较，立刻可以显示出这些

函数在建模数据分布上的行为是多么不同。奥卡姆剃刀说明了一个基本原则：相比于那些不

必要的复杂的模型，简单的模型应该是首选。

图 5-1 插值和拟合的比较。多项式的自由参数（等于其度数减 1）从数据点数目（左图）到 3

个（右图）的变化

享有选择不同模型的自由，例如选择不同次数的多项式，就应肩负起评价不同模型的优

劣这一职责。评价多项式拟合的一个标准方法来自所得误差平方和的统计。

5.1 拟合的优劣和卡方分布

让我们以一个次数为 M − 1的多项式开始，M 被定义为次数界（degree bound），等于次

数加一。M 也是自由参数的个数（多项式中的常数项也算）。人们可以寻找一个合适次数的

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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多项式，它能够最好地描述这些数据分布：

f(x, c) = c0 + c1x + c2x
2 + · · ·+ cM−1x

M−1 =
M−1∑

k=0

ckxk (5.1)

当与参数 c 的依赖关系不言自明的时候，为了简便，只写出 f(x)。因为一个多项式由它

的 M 个参数（在向量 c 中）确定，所以只需寻找这些参数的最优值（opticmal value）。这是

我们称为优化的力量的一个例子。一般的方法是：将问题形式化为函数最小化，然后借助优

化的力量。

出于统计学和最大似然估计的考虑，如 5.2节将要描述的那样，卡方（chi-square）评价函

数被广泛应用于估计拟合优度（goodness-of-fit）。卡方是从希腊字母派生的名词，用以表示一

个与其相关的统计分布 χ2：

χ2 =
N∑

i=1

(
yi − f(xi)

σi

)2

(5.2)

如果参数 σi 都等于 1，那么解释很简单：这种情况下，χ2 测量真实值 yi 和模型估计值

f(xi) 之间的平方误差和，也就是前一章所描述的 ModelError(w)。

然而，在某些情况下，不同数据点的测量过程可能是不同的，人们对于某个测量的误差

σi 有一个估计，假设为标准差。试想用不同精度的仪器进行的测量，比如使用米尺和高精度

卡尺。

对于米尺来说，毫米级的误差是可以接受的，但是对于卡尺来说，误差就要远远小于毫

米级了，卡方的定义就是对这一事实精准的数学表达方式：当计算 χ2 时，误差必须拿来跟标

准差进行对比（即归一化，normalize），因此要将误差除以 σi。这样得到的结果是与实际误差

规模无关的一个数，并且它的含义是经过了标准化的。

现在有了一个精确的用归一化的卡方来衡量多项式模型性能的方法，于是问题就变成了

如何找到这些多项式系数来最小化这个误差。图 5-2 中给出了一个启发式的物理学解释。幸

运的是，正如上一章所提到的，这个问题可以用标准的线性代数方法来解决。

这里用如下的方式来完成分析工作：取偏导数 ∂χ2/∂ck，并令其为零。由于卡方是系数

ck 的二次函数，需要求解 M 个线性方程：

0 =
∂χ2

∂ck
= 2

N∑

i=1

1
σ2

i


yi −

M−1∑

j=0

cjx
j
i


 xk

i , k = 0, 1, · · · ,M − 1 (5.3)

为了缩短这个数学表达式，可以方便地引入一个 N×M 矩阵 A = (aij)，其中 aij = xj
i/σi，

包含了经过 σi 归一化之后的 xi 的幂。再引入未知系数向量 c 和向量 b，其中 bi = yi/σi。

很容易验证，式 (5.3) 中的线性系统可以写成以下紧凑形式：

(AT ·A) · c = AT · b (5.4)
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这称为最小二乘问题的法方程（normal equation）。

图 5-2 一条直线的拟合，有一个物理的类比: 每个数据点与拟合直线间由弹簧连接。弹簧的强

度正比于 1/σ2
i。能量最低的情况对应于最小的 χ2

令逆矩阵为 C = (AT · A)−1，则系数可以通过 c = C · AT · b 得到。有趣的是，如果将系
数向量 c看作随机变量，那么 C 就是它的协方差矩阵：C 的对角线上的元素是拟合参数的方

差（不确定度的平方）cii = σ2(ci)，而那些非对角线上的元素就是参数对之间的协方差。

矩阵 (AT ·A)−1AT 是广义逆矩阵，我们在上一章已经遇到过了，它将线性方程组的解从

最小二乘误差的意义上进行了一般化：

minχ2 =
c∈RM

‖A · c− b‖2 (5.5)

若式 (5.5) 有一个精确解，则对应的卡方为零，并且拟合曲线刚好通过所有数据点。这种

情况的发生要求我们有 M 个参数，还要有 M 个不同的数据点对 (xi, yi)，这是一个有 M 个

线性方程和 M 个未知数的可逆系统。这种情况下，我们处理的就不是逼近拟合了，而是插

值。如果没有一个精确解，就像数据点的个数多于参数的情况，广义逆矩阵给出了一个向量

c，这一向量使得从欧氏范数的角度来说，A · c离 b最近，这是对于近似解的一个非常直观的

描述。记住，对于有噪声的数据，一个好的模型应该是能很好地归纳观察到的数据，而不是精

确地重新产生它们，因此参数的个数必须（远）小于数据点的个数。

上面的推导不仅仅适用于多项式拟合，我们现在还可以非常轻松地拟合很多其他类型的

函数。尤其是，如果这个函数是一些基函数 φk(x) 的线性组合，比如：

f(x) =
M−1∑

k=0

ckφk(x)
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那么很多工作都已经完成了。事实上，将基函数的值 aij = φj(xi)/σi 替换矩阵 A 中对应的值

就可以了。因此，我们现在有了一个拟合复杂函数的有效方法，例如：

f(x) = c0 + c1 cos x + c2 log x + c3 tanhx3

注意，这些未知参数必须以线性的方式出现，而不能出现在这些函数的参数中。例如，我们没

法用这种方法拟合 f(x) = exp(−cx)，或者 f(x) = tanh(x3/c)。我们最多可以尝试将这些问题

转化成恢复基函数的线性组合的问题。第一种情况下，举例来说，我们可以用 ŷi = log yi 拟

合一个线性函数 f(ŷ) = −cx，但是这个技巧在一般情况下却起不了作用。

图 5-3 中展示了散点图和对应的一条多项式拟合的曲线，这个多项式是二次的（一条抛

物线）。这一曲线和数据点仅凭视觉上的比较就已经可以给出拟合优度（卡方值）的一个估计

了。“目测卡方”（chi-by-eye）这一方法就是观察多项式拟合的图像，并且根据原数据的散点

图来判断这一拟合好还是不好。

图 5-3 多项式拟合：作为发动机功率函数的车价

当实验数据不遵循多项式的规律时，用多项式来拟合并不是很有效，甚至很可能产生误

导。正如前面所阐述的，通过增加多项式的次数来降低卡方值还是可行的：这将给模型更多

的移动自由度，使得它尽可能接近实验数据点。事实上，如果参数个数等于数据点个数，这个

多项式将会以零误差来插值这些点。但是这种减少误差的方式将造成原始数据点之间的曲线

产生剧烈的振荡，如图 5-1（左）所示。这种模型并没有对数据进行归纳，它在泛化方面将面

临非常大的困难。它没法对那些构建这一多项式之外的 x 值所对应的 y 值进行预测。

在统计学中，如果一个模型倾向于描述随机误差或噪声而不是数据间的基本关系，那么

就会产生过拟合（over fitting）现象。当一个模型过于复杂时，例如相对于可用的数据量有太

多的自由度（在我们多项式的例子中，就是有太多的参数），过拟合现象就会产生。

一般来说，过拟合模型的预测性能会很差。如果用人类的行为来打比方，可以想想教学：

如果一个学生只关注并记住老师在课堂上讲的一些细节（例如数学课上某个特定练习的细
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节），而不是提炼并理解基本的规则和意义，他只能靠着记忆空洞地重复老师的字眼，却无法

将他的知识举一反三应用到新案例上。

5.2 最小二乘法与最大似然估计

了解广义最小二乘拟合的基本方法后，现在从统计学的角度来思考一些附加的动机。鉴

于我们有选择不同模型的自由，比如拟合多项式的次数，那么用于辨别最佳模型构架的方法

将是十分珍贵的，毕竟不能仅仅依靠肤浅的“目测卡方”方法。

下面是最小二乘拟合的过程。

(1) 假设大自然和实验程序（包括测量）会产生独立的实验样本 (xi, yi)。假设 yi 的测量

值受到了误差的影响，这个误差服从正态（即高斯）分布。

(2) 如果模型参数 c 是已知的，那么就可以估计我们测量数据的概率。在统计学的术语

中，这叫作数据的似然率（likelihood）。

(3) 最小二乘拟合所找到的就是使得我们数据的似然率最大化的参数。最小二乘是一种

最大似然估计（maximum likelihood estimator）。从直觉上来说，这使得选择的模型和观察到

的数据之间的“契合度”最大化。

这种推演是很直观的。在此之前，你可能想复习一下高斯分布，5.3 节提供了相关内容。

对于单个数据点，它的位置与测量值 yi 的距离在区间 dy 中的概率正比于：

exp

(
−1

2

(
yi − f(xi, c)

σi

)2
)

dy (5.6)

由于数据点是独立生成的，整个实验序列（似然性）的概率是单个概率的乘积：

dP ∝
N∏

i=1

exp

(
−1

2

(
yi − f(xi, c)

σi

)2
)

dy (5.7)

由于我们是求关于 c 的最大值，常数因子（像 (dy)N）是可以略去的。另外，最大化这个

似然率等价于最大化它的对数（对数函数事实上是它的参数的一个递增函数）。好吧，由于对

数的基本性质（即将乘积转换成求和、将幂转换成乘积，等等），当常数项被略去的时候，式

(5.7) 的对数就正好是式 (5.2) 中的卡方的定义。最小二乘拟合和最大似然估计之间的关系现

在应该清楚了。

5.2.1 假设检验

统计学的假设检验可用来评价模型的性能。需要问的一个基本问题是：考虑这 N 个实

验数据点，并且给定估计的 M 个参数值，大于等于我们测量的卡方的值有多大的可能性会

碰巧出现？显然，这个问题将一个关于数据的问题（“测量这些数据刚好得到这些测量值的
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似然率是多大”）用更加精确的统计学方式表达出来了，即“从拟合这个模型的角度来看，另

一个数据集比现有数据集更差的概率是多少”。如果这个概率很高，那么从统计学的角度来

说，yi 和 f(xi, c) 之间的差异是有意义的。如果这个概率很低，要么你很不走运，要么你模型

中的某些部分不起作用了：根据对大自然和测量生成过程的理解，测量值和期望之间的误差太

大了。

令 χ̂2 表示在给定输入和输出集上所选的模型的卡方值。这个值服从一个被称为自由度

为 ν 的卡方（χ2
ν）概率分布，其中自由度 ν 确定数据集比模型“大”了多少。如果假设误差服

从零均值和单位方差（记住，我们已经把它们归一化了）的正态分布，那么 ν = N −M。一般

情况下，正确的自由度还取决于表达误差分布（例如偏态）所需参数的数目。因此我们希望的

拟合优度测量可以用如下的参数 Q 来表示：

Q = Qχ̂2,ν = Pr(χ2
ν > χ̂2)

对于一个给定的实验值 χ̂2 和给定的自由度，Q 的值可以计算，或在相关的表中查到
①
。

缩减的卡方统计量 χ2
red 就是卡方除以自由度，在我们的例子中 ν = N −M。缩减的卡方

的优点是它已经规范化数据点的数量和模型复杂度。下面是一些经验法则。

• 如果 σi 是测量噪声的合理的估计并且模型也很合理，值 χ2
red ≈ 1 就是我们期望的。

• 如果 χ2
red 的值太大，意味着你低估了你的误差来源，或模型拟合得不是很好。如果你

信任你的 σi，也许增加多项式的次数可以改进结果。

• 最后，如果 χ2
red 太小，那么模型 f(x) 和数据 (xi, yi) 之间的契合会好得可疑。我们可

能处于图 5-1 左图所示的情况。该模型“过度”拟合数据：模型不恰当地拟合噪声，或

误差方差已被高估。我们应该试着减少多项式的次数
②
。

自由度 ν 会随着模型参数数量的增加而降低，在我们比较参数个数不同的模型时，它的

重要性将变得明显。正如前文提到的，通过增加参数个数来降低卡方值是很容易的。使用 Q

值来测量拟合优度就把这个效应也考虑进去了。相对于一个误差很小但有大量参数的模型，

卡方值更大（误差更大）的模型可能会产生更高的 Q 值（也就是更好）。

使用拟合优度 Q 度量，可以对不同的模型进行排名，然后选择最合适的那个。这一过程

现在听上去是明确的，而且是量化的。如果你正在进行一个多项式拟合，现在可以用不同的

次数来重复这一过程，测量 Q 并选择最合适的模型架构（最合适的多项式的阶）。

但魔鬼藏在细节里：当假设正确的时候，也就是 σi 是已知的、合适的并且独立的时候，

这一机制才会是有用的。顺便提一下，对于不熟练的用户而言，要求 σi 值可能令人困惑。你

① 准确的公式为

Qχ̂2,ν = Pr(χ2
ν > χ̂2) =

(
2

ν
2 Γ

(ν

2

))−1
� +∞

χ̂2
t

ν
2−1e−

t
2 dt

在 CPU 处理能力廉价的时代，这是非常容易计算的。

② 皮尔逊的卡方测试为评估拟合质量提供了客观的阈值，基于 χ2 值、参数和数据点的数目以及所需的置信水平，如

5.2 节所述。
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需要谨慎行事：当假设错误时，统计就是一个雷区，并且一个错误的假设可以使整个论证链

被毁掉。

5.2.2 交叉验证

目前为止，我们展示了“历史上”的结果，统计学在计算机问世很久以前就诞生了，当时

计算是十分昂贵的。幸运的是，如今丰富的计算资源使更强大的技术得以使用，这些技术能

估计误差线，也能估计你的模型及其预测的置信度。这些方法不需要高深的数学，它们通常

很容易理解，并且往往对于不同的误差分布都具有健壮性。

尤其是 3.2节中提到的交叉验证方法，它可以被用来选择最佳的模型。和往常一样，基本

的想法是把一些测量放在口袋里，用其他的测量来确定这个模型，然后将它们从口袋里拿出

来估计新实例上的误差，重复几次并对结果求平均。如果数据足够丰富，这些泛化的估计可

以是一个健壮的确定最优模型架构的方式。不同折数的交叉验证的结果分布提供了有关估计

稳定性的信息，并允许断言，以给定的概率（置信度），预计的泛化结果将在一个给定的性能

范围之内。推导性能估计的误差线的问题，或从更一般的层面上讲，为从数据中估计的任何

数值推导误差线的问题，将在下一节探讨。

5.3 置信度的自助法

想象一下，大自然从一个真实的以 c 为参数的多项式中产生数据（输入–输出对）。大自

然独立同分布地随机选择 xi，并且根据式 (5.1) 和误差 εi 产生 yi = f(xi, c) + εi。

根据广义线性最小二乘法，你可以从提供的一对对 (xi, yi) 中确定最大似然值 c(0)。如果

让大自然新产生一些数据，重复上面估值的过程，你没法保证会再一次得到同样的 c(0) 值。

相反, 你更有可能得到一个不同的 c(1)，然后是 c(2)，以此类推。

运行一次估值程序然后就用你所得到的 c(0)，这是不公平的。如果能将这一程序多运行

几次，你可以得到系数的平均值，估计误差线（error bar），甚至可以使用不同的模型并且对

它们的结果求平均（集成或者民主的方法将在下一章讨论）。误差线允许你量化估计中的置信

度，这样你就可以说：以“90%（或者你决定的任何置信度）的概率，系数 ci 是在区间 c− B

到 c + B 之间的一个值，B 是估计的误差线
①
”，或者以“99% 的置信度确信这个参数的真值

在我们的置信区间内”。当使用模型的时候，类似的误差线可以在预测的 y 值上得到。对于仿

真产生的数据，这种重复和随机化的过程被称为蒙特卡罗实验。蒙特卡罗方法是一类计算算

法，依赖于重复随机抽样，以获取数值计算结果，即通过运行多次模拟，就像播放和录制在

一个真实的赌场里的情况。这个名称来自摩纳哥公国的蒙特卡罗镇，它是拉斯维加斯的欧洲

版本。

① 作为一个侧面观察，如果知道误差线是 0.1，你会避免小数点后的数字太多。如果估计你的身高，请不要写

“182.326548435054 厘米”，精确到 182.3 厘米（加上或减去 0.1 厘米）足矣。
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另一方面，大自然，即生成数据的过程，只能提供一组测量数据，由于反复测量代价过

于昂贵而无法负担。只对同一组数据采用不同的随机估计，怎样才能尽可能利用好呢？一开

始，它看起来是荒谬而不可能的任务。类似的荒谬曾出现于“令人惊讶的奇遇记”里，敏豪生

男爵提着头发把自己和马从水坑里拉起来（见图 5-4），为了效仿他，可以尝试“拽着提鞋带

（bootstrap）把自己拉过篱笆”，因此术语自助法（bootstrapping）的现代意义是描述一个自给

自足的过程。

图 5-4 敏豪生男爵提着头发把自己和马从水坑里拉起来

好吧，结果还真有一种使用一组测量就能模仿真实的蒙特卡罗方法的手段。它可以通过

构建一些观测到的数据集的（同样大小的）再抽样（resample）来实现。每一个新的样本可以

通过随机有放回抽样（random sampling with replacement）来得到，这样同一个实例可能被多

次取到（见图 5-5）。根据简单的数学知识，对于很大的实例数 N，大约有 37%（实际上大约

为 1/e）的实例不会出现在一个抽样里，因为它们都被某些原始实例的多个副本代替了 ①
。

对于每个新的第 i 个再抽样，重复拟合过程，会得到很多模型参数的估计值 ci。然后人

们可以分析各个估计是如何分布的，使用观察到的频率来估计一个概率分布，并且总结出一

个带置信区间的分布。例如，将置信水平固定在 90% 之后，人们可以确定 c 的中位数周围的

一个区间，一个估计的 c 以 0.9 的概率落在这个区间内。视复杂程度而定，一维以上的置信

区间可以是一个长方形的区域或一些更具灵活性的区间，如椭圆形。图 5-6 给出了一个一维

（需要估计一个单一参数 c）的置信区间的例子。注意，对于任意的分布都可以求得置信区间，

① 尽管有着蛮力的快速上手的外表，自助法在统计学家中越来越享有声誉。其基本思想是，实际的数据集被视为包

含一组狄拉克脉冲（Dirac delta）函数的某概率分布上的测量值，在多数情况下是原概率分布的最优估计 [88]。
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不必非得是正态的不可，并且置信区间不一定是关于中位数对称的。

图 5-5 自助法：将 10 个球以均匀概率放在 10 个盒子里。自助法决定哪些实例和多少副本出

现在自助样本里（实例 1 有两个副本，实例 2 有一个副本，实例 3 没有副本，等等）

图 5-6 置信区间：从表征 c 估计值的分布的直方图中，可以推导出平均值区域周围 90% 的实

例。也可以使用其他的置信水平，像 68.3%、95.4% 等（在正态分布的情况下对应于 σ

与 2σ 的历史概率值）

附录：绘制置信区间（百分位值和箱形图）

一个用于分析估计参数分布的快速上手方法是使用直方图（对在一个区间集合内的值的

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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频率进行计数）。在某些情况下，直方图包含多于所需的信息，并且这些信息不容易解释。一

个用来刻画某个值的分布的紧凑方法是用它的平均值 µ。给定一个包含 N 个值 xi 的集合 X，
平均值是：

µ(X ) =

(
N∑

i=1

xi

)
/N, xi,··· ,N ∈ X (5.8)

这个平均值被称为期望值，或者数学期望，或者均值，或者一阶矩（first moment），并且也用

不同的记号来表示，例如 x 或者 E(x)。

一个相关但是又不同的数值是中位数，它的定义是将样本分成大的一部分和小的一部分

的那个数。给定一个有限的数值列表，可以将所有这些观测值从大到小排列，中位数就是中

间那个。如果有一些离群值（outlier，离大多数值非常远的数据），那么中位数比平均值更具

有健壮性，平均值受这些离群值的影响很大。相反，如果数据点聚集在一块，就像由正态分布

所产生的那样，平均值就趋向于与中位数重合。通过考虑百分位数，可以将中位数的定义一

般化：一定百分比的观测值将小于这个变量值。那么第 10 百分位数就是有 10% 的观测值小

于这个数。四分位数是一种特殊情况，包括下四分位数（第 25百分位数）、中位数和上四分位

数（第 75 百分位数）。四分位差（IQR），又称为中间离差（midspread）或者中间五十（middle

fifty），是一个统计分布的测量，等于第一个四分位数和第三个四分位数的差。

箱线图，又称为盒须图，通过展示 5个数字来总结数值集：最小的观测值（样本最小值）、

下四分位数（Q1）、中位数（Q2）、上四分位数（Q3）和最大的观测值（样本最大值）。箱线图

同样可以指出某些观测值是离群值（如果有的话），通常用圆圈表示出来。在箱线图中，箱子

的底部和顶部总是上下四分位数，靠近箱子中间的那一杠总是中位数。须的两端可以表示若

干不同的值，例如：

• 数据的最大值和最小值；
• 数据中大于及小于平均值一个标准差的值；
• 第 9 百分位数和第 91 百分位数；

• ⋯⋯
图 5-7 展示了一个箱线图和 1.5 IQR 的须，这是通常（默认）的值，当数据符合正态分布

时，它对应着 ±2.7σ 和 99.3% 的面积。换句话说，对于一个高斯分布，少于 1% 的数据将落

在盒须的范围之外，这是一个识别可能的离群值的实用标志。前文提到过，离群值是一个显

著偏离包含它的样本中其他成员的观测值。在任何分布中，离群值都有可能存在，但是它们

通常要么表示测量误差，要么总体服从重尾分布（heavy-tailed distribution）。前一种情况下，

应该丢弃这些离群值或者使用对离群值有健壮性的统计；在后一种情况下，人们需要谨慎对

待依赖于正态分布假设的工具和直觉。
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图 5-7 箱线图和正态分布之间的比较，横轴表示相对于标准偏差 σ 的位置。例如，在底部的图

中，68.27% 的点落入距离平均值的一个标准差 σ 范围内
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梗 概

多项式拟合以一种特定的方式使用线性系数模型（linear-in-the-coefficients model）来

处理非线性问题。该模型包括（待定）系数的线性加权和乘以原始的输入变量的积。如果

积被替换为输入变量的任意函数，相同的技术也可以使用，只要这个函数是固定的（函数

中没有自由参数，仅作为乘法系数）。通过最小化平方误差来确定最优系数，这就意味着求

解一组线性方程组。如果系数的数目大于输入–输出实例数，会出现过拟合（over-fitting），

用这样的模型来推断新输入值的输出结果是危险的。

多项式拟合的优度（goodness of a polynominal fit）可以通过预测观察到与实测数据的

差异的概率来评价（给定了模型参数后数据的似然率）。如果这个概率很低，那么不应该太

过于信任该模型。但关于误差如何生成的错误假设容易导致我们得出过于乐观或过于悲观

的结论。统计从假设开始建立坚实的科学建筑。如果建立在无效假设的沙土上，即使最坚

实的统计建筑也会倒塌粉碎。幸运的是，基于可行性强的大规模计算的方法（例如交叉验

证）是容易理解的，并且具有健壮性。

像自助法（bootstrapping）这样“荒谬”的方法（对同一数据进行带放回的再抽样，并

以蒙特卡罗的方式重复估计过程），可以用于获取估计的参数值周围的置信区间。

你不过是最大化了自己被当成线性最小二乘法大师的概率。
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如果森林中的一棵树倒下了，但是没有人听见，那么它是否

发出了声音？

规则是一种将知识模块用让人易于理解的方式结合起来的方法。如果“客户很富有”，那

么“他将会购买我的产品”。如果“体温超过 37摄氏度”，那么“这个人生病了”。决策规则普

遍应用于医疗、银行和保险领域，以及与客户打交道的特定流程中。

在一条规则中，人们区分前件或前提（一系列测试）和后件或结论。结论是对应输入并使

得前提成立的输出类别；如果类别不能 100% 确定，就给出这些类别的概率分布。通常，这些

前提都是用“且”连接起来的，也就是说，如果我们要“发射”这条规则，即得到结论，那么所

有测试都必须通过。如果“距离小于 2 英里”且“晴天”，那么“步行”。一条测试可以针对类

型变量的值（“晴天”），或者数值变量简单运算的结果（“距离小于 2 英里”）。如果想要让人

理解，计算就必须简单。一个实用的改进是将前提为假时的分类也加入到同一个语句中。如

果“距离小于 3 公里”且“没有私家车”，那么“步行”，否则“坐公交车”。

提取知识模块形成一个简单规则的集合是诱人的。但是手动设计和维护规则是昂贵且困

难的。当规则集变大时，复杂性就会显现，就像图 6-1 中的规则会导致不同的甚至矛盾的分

类。在这些情况下，分类可能与不同规则在数据上进行测试的排列顺序有关。从数据中自动

提取不矛盾的规则的方法是很宝贵的。

相比处理带很多测试的非常长的前提，将规则分解成一串简单的问题更有价值。在贪心

法中，那些信息量最大的问题最好放在这一序列的前面，这样可以给问题加上层次结构，从信

息量最大的问题到信息量最小的问题。如上这些动机很自然的让我们考虑到决策树（decision
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tree），它是决策规则的有组织的分层排列，并且没有矛盾（见图6-2上图）。

图 6-1 一套非结构化规则会导致矛盾的分类

图 6-2 决策树（上图），以及同一棵树中达到分类的一种情况（下图）。抵达拆分节点的数据点

根据测试函数的结果被发送到其左子节点或右子节点
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决策树在机器学习（ML）诞生之初就非常普及了。现在，确实只有小而浅的树能够被人

们“理解”，但是近年来由于计算和存储能力的极大提升，决策树的普及度越来越广了。很多

树（在某些情况下可达到上百棵）可以组合使用，称为决策森林（decision forest），来得到具

有健壮性的分类器。当考虑森林时，关心人们是否能理解这一问题被移至幕后，务实地寻找

没有过度训练风险的、具有健壮性的高性能表现成为台前的主角。

6.1 构造决策树

决策树是以层次的方式组织起来的一个问题集，并且用一棵树的图形来表示。由于历史

的原因，机器学习中的树，如同所有在计算机科学领域中的树那样，常常把根画在上方——如

果你在北半球，那就想象澳大利亚的那些树。对于一件给定的事物，决策树通过连续地提出

关于其已知属性的问题来估计它的一个未知属性。下一个问题问什么取决于前一个问题的答

案，如果用图形来表示，这一事物对应于这棵树中的一条路径，如图 6-2下半部分的粗线条所

显示的。决策则根据这条路径的终端节点来做出。终端节点称作叶子。决策树可以被看作将

复杂问题分解为简单问题集的一种方法，分解过程在这个问题已足够简单，即已到达叶子节

点并找到已有的答案时结束。

一个从已标记的实例来构造决策树的基本方法是按照贪心法来进行的：在层次结构中，

信息量越大的问题就越靠前。考虑一下初始的被标记的实例集。一个有两个可能输出（“是”

或“否”）的问题将这一实例集分为两个子集，其中一个子集包括答案为“是”的实例，另一

个子集包括答案为“否”的实例。初始的实例集是混乱的，包含不同类的实例。当问完一串问

题，从根到了叶子时，叶子中余下的集合就应该几乎是“纯”的了，也就是只包含同一类的实

例。这一类别也就是所有到达这片叶子的实例所对应的输出。

我们需要从初始的混乱的集合过渡到最终一系列（几乎）纯的集合。一个瞄准这一目标

的贪心法就是从“信息量最大的”问题开始。这会把初始的集合划分为两个子集，分别对应答

案“是”或“否”，也是初始根节点的子节点（见图6-3）。贪心法将以尽可能接近最终目标这一

原则迈出第一步。在贪心法中，第一个问题的设计要使得这两个子集尽可能纯净。第一次划

分完成之后，以递归的方式（见图6-4），继续对左右两个子集使用同样的方法，设计合适的问

题，如此重复，直到剩下的集合足够纯净，递归停止。完全的决策树是由一个从上到下的过程

导出的，这一过程通过在创造的子集中实例的相对比例来引导。

决策树的两个最主要的组成部分，一是纯度的定量度量，二是每个节点问的问题的类型。

我们都同意纯度最大值是在子集中只有一个类别的实例时取到，而不同的度量负责测量那些

不只一个类别的情况。其他的组成部分与终止条件有关：记住我们的目标是泛化，因此我们不

希望构造一棵非常大的树，而每片叶子只有一两个实例。某些情况下，我们允许在子集尚未

达到十分纯净时停止训练，并且当一些实例到达某个给定的叶子节点时，输出一个概率值。
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图 6-3 纯化集（两个类的实例）: 问题 2 产生的子节点的实例子集更纯净

图 6-4 树构建中的递归步骤：经过问题 2 初步纯化后，将同样的方法应用在左边和右边的实

例子集上。在这个例子中，问题 3 就足以完全净化这些子集。不需要在纯子集上执行额

外的递归调用

在下面的描述中，假设所有涉及的变量都是类别变量（即名称，像上面例子中的“欧洲

人”）。还有两种广泛使用的子集纯度度量，一是信息增益（information gain），二是基尼混

度（Gini impurity）。注意我们处理的是有监督分类，因此我们知道这些训练实例的正确输出

分类。

信息增益 设想我们从一个内部节点或叶子节点对应的集合中进行抽样。我们得到 y 类

实例的概率 Pr(y) 正比于集合中该类实例所占的比例。所得类的统计不确定性由标记概率分

布的香农熵来度量：

H(Y ) = −
∑

y∈Y

Pr(y) log Pr(y) (6.1)
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在信息论中，熵量化了确定某件事件发生所需的平均信息（见图 6-5）。如果对数的底为 2，信

息（也就是熵）的单位是二进制位（bit）。当所有 n 个类别的实例均分了一个集合时，熵就达

到最大值，H(Y ) = log n；而当所有实例都属于同一类别时（这种情况下，不需要任何信息，

我们已经知道我们会得到什么类别了），熵就达到最小值，H(Y ) = 0。

图 6-5 有着差别很大的熵的两个分布。高熵（左）：事件有相似的可能性，不确定性接近最高

（log n）。低熵（右）：事件有非常不同的可能性，不确定性非常小，接近零，因为某个事

件占了大多数的概率

在信息增益方法中，一个集合的混度由类别概率分布的熵来度量。

知道一个问题的答案将会降低熵，或者熵保持不变，仅当答案不取决于类别时。令 S 表
示目前的实例集，并且让 S = SYES ∪SNO 表示问过一个关于某属性问题之后的划分。理想的

问题不会留下难以决策的情况：SYES 中所有实例是一类，而 SNO 中所有实例是另一类，因此

这两个生成的子集熵为零。

在知道了答案后，熵的平均减少量被称为“信息增益”，它也是答案与类别变量之间的互

信息（MI）。信息增益（互信息）可表述如下：

IG = H(S)− |SYES|
|S| H(SYES)− |SNO|

|S| H(SNO) (6.2)

计算熵所需的概率可以用样本子集内各类别的相应频率来逼近。

信息增益是由 Quinlan 率先在 ID3、C4.5 和 C5.0 方法中使用的 [89]。值得注意的是，由

于我们感兴趣的是泛化，信息增益对此是有用的，但并不完美。假设我们为描述某项业务客

户的数据构造一棵决策树，每个节点可以有多于两个子节点。一个输入属性可能是客户的信

用卡号码。因为这一属性唯一地标识每个客户，所以它与任何分类都有很高的互信息，然而

我们不希望将其包含在决策树中：根据客户的信用卡号码来对客户作出相应决策，这一做法

不太可能推广到之前没有见过的客户（这就是过拟合）。

基尼混度 试想一下，我们从一个集合中随机抽取一个元素，并随机贴上标签，概率正

比于不同类别在这个集合中所占的比例。尽管这种方法看起来很原始，如果集合是纯的，这
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种简单直接的方法的误差为零；如果某个类别在集合中占据了主要部分，这种方法的错误率

也是很小的。

一般情况下，基尼混度（GI）测量从集合中随机选择的元素会被错误地标记的频率，标记

是按照集合中标记的分布随机进行的
①
。它可以用错误率的期望来计算：对于每个类别，将

该类别中某个元素被误分为其他类的概率（即将其分配给任何不正确类别的概率：1− pi）相

加，再乘以该元素属于该类别的概率 (pi)，然后将这些乘积加起来。假设有 m 个类，并且令

fi 表示集合中标记为 i 的元素比例。然后，通过频率来估计概率（pi ≈ fi）：

GI(f) =
m∑

i=1

fi(1− fi) =
m∑

i=1

(fi − fi
2) =

m∑

i=1

fi −
m∑

i=1

fi
2 = 1−

m∑

i=1

fi
2 (6.3)

当节点中所有实例都属于单一目标类别时，GI 为最小值（零）。GI 被用在 Breiman 提出的

CART 算法（分类回归树）中 [29]。

当考虑每个节点所问的问题类型时，实际上只需要考虑那些有二元输出的问题就足够

了。对于类别变量，这个测试可以基于该变量的可能值的某个子集（例如，若某天是“星期

六或星期天”，则回答 YES，否则 NO）。对于实值变量，每个节点对应的测试可以基于单一

变量（例如，距离小于 2 英里）或者变量的简单组合，例如变量子集的一个线性函数与一个

阈值进行比较（例如，客户花在汽车和摩托车上的钱的平均值多于 2万美元）。上述概念可以被邮

电 推广到要预测的数值变量，发展为回归树[29]。每片叶子要么包含到达这里的所有实例的平

均输出值，要么包含从这些实例推导出的一个简单模型，比如线性拟合（后一种情况称为模

型树）。

实际的数据中，缺失值就像冬天的雪花漫天飞舞。缺失值有两种可能的意义。在某些情

况下，一个值如果缺失了，它会提供一些有用的信息（例如，在市场营销中，如果一个客户没

有回答某个问题，我们可以假设他对此不是很感兴趣），缺失值可以被当作一个类型变量的另

一个可能值。其他情况下，一个值的缺失并不提供任何明显的信息（例如，一个粗心的业务员

忘了记录某个客户的数据）。决策树为处理第二种情况提供了一种自然的方法。如果一个实例

到达了一个节点，但是由于数据缺失而无法回答该节点对应的问题，人们可以理想化地“将这

个实例分成小块”，并且根据所包含训练实例数的比例，将这些小块送往各个分支。如图 6-6

所示，如果 30% 的训练实例往左走，那么一个有缺失值的实例在这个决策节点就被分为两部

分，比重 0.3 的那一部分往左走，而比重 0.7 的那一部分往右走。当这个实例不同的小块最终

都到达叶子节点时，我们计算对应叶子节点输出值的加权平均，或者计算出一个分布。加权

平均中的权重与到达叶子部分的比重成正比。在这个例子中，输出值是 0.3 乘以左边的输出

加上 0.7 乘以右边的输出。不用说，以左、右子树作为参数的同一程序的递归调用，是获得非

① 令人好奇的是，在计量经济学领域中广泛应用的一个更通用的版本，称作基尼指数、系数或者比例，被用来描述

总体资源配置的不平等性。报纸会定期发布各个国家的基尼指数排名情况，并结合社会经济变量的分析，当然其中的道理

不会跟外行解释的。
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常紧凑的软件实现的一个方法。

图 6-6 缺失的身份信息。到达顶部节点的数据点被发送到其左侧和右侧的两个子节点，权重根

据答案“是”和“否”在训练集中出现的频率而有所不同

最后提醒一下，不要将构建中的决策树（使用已标记实例、纯度度量，以及选择合适的问

题）和使用已构建好的决策树相混淆。当使用决策树时，通过一系列决策，输入样本会迅速从

树的根节点分配到叶子节点。

6.2 民主与决策森林

在 20 世纪 90 年代，研究人员发现了如何用民主的方式将学习机集成起来（例如，比随

机猜测性能略好的通用“弱”分类器），以得到更好的准确性和泛化性能 [95, 11]。这可以类比

于人类社会：很多情况下，设立专家团体（committee of experts）是做出更优质决策的一个

方法，专家或者达成共识，或者提出不同的方案并表决（在其他情况下，这也是推迟决策的方

法，毕竟所有类比都有它的缺点）。“群众的智慧”[104] 是近来用以强调民主决策积极作用的

一个术语。在机器学习中，输出常常由多数决定（对于分类）或由平均决定（对于回归）。

在处理高维数据时，民主式集成这一点似乎尤其正确，因为在现实的应用中，高维数据

里可能有很多不相关的属性。这一话题并不像它看起来那样抽象：从光学字符识别中用到的
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神经网络 [11] 到游戏机输入设备中树的集成 [39]，已经出现了很多相关的应用
①
。

为了让专家团体来做出高明的决策，这些专家需要有不同的思维方式（即不受群体思维

的影响，以同样方式思考的专家是没有用的）并且具有较高的素质。获得不同的树的方式有

多种，例如，用不同的实例集来训练它们，或者以不同的随机选择来训练它们（用人来打比

方，想想学生会选择同一科目的不同课程）。

• 可以用自助法从初始集合中产生不同的训练实例集（参见5.3 节）：给定一个大小为

` 的标准训练集 D，自助法通过从 D 中均匀带放回（有些实例可以重复）的抽样产

生新的训练集。抽样之后，每个训练集中大概有 1 − 1/e ≈ 63.2% 的实例是互不相同

的，其他的都是重复的。想想随机投球入筐（回想图 5-5）：对于较大的 `，大概只有

63.2% 的筐里有一个或以上的球。筐中的每个球对应一个实例。在每个自助法的训练

集中，大概有三分之一的实例被排除了。将自助法用于创造不同样本集的方法称为装

袋法（bagging，“自助汇合”）：用不同的随机自助样本来构造不同的树，输出是不同树

的输出的平均（对于回归问题）或着表决（对于分类问题）。

• 在选择一个节点的最优问题时，可以通过限制选择，在训练时进行不同的随机选择。
作为上述划分方法的一个例子，这里来看看它们是如何在随机决策森林中实现的 [59, 28]：

• 每棵树用原始数据集的一个自助抽样（即允许重复）来进行训练；
• 每当一个叶子节点必须被分裂的时候，只考虑属性随机选择的一个子集。在极端情况
下，只考虑一个随机属性（一维）。

更准确地说，令 d 为输入变量的总数，每棵树是这样构造的：选择 d′ 个输入变量用以确

定一个节点上的决策，d′ 是个较小的数，通常比 d 要小得多（在极端情况下就是 1）。一个自

助抽样（“包”）引导一棵树的构造，而那些不在包里的实例可以用来估计树的误差。对于树

上的每个节点，d′ 个属性是随机选择的，它们是在这个节点上做出决策的基础。我们计算基

于这 d′ 个变量的最优分割（“最优”要根据所选的纯度标准而定，IG 或者 GI）。每次选择一

个类型变量来对一个节点进行分割，可以随机选择这些类型的子集，并定义一个替换变量，当

类型值在这个子集中就为 1，否则为 0。每棵树都完全成长而不修剪（就像构造一棵普通的分

类树那样）。

通过上述步骤，我们实际上已经组建了一个团体（“森林”），其中的每一个专家（“树”）

都已经接受了不同的训练，因为他们已经看到了一组不同的实例（包），也因为他们用不同的

观点看待问题（每一个节点使用不同的随机选择的标准）。然而没有哪位专家可以完全保证胜

任工作：每个专家关注变量的顺序远远没有达到贪心的标准，因此信息量最大的问题并没有

最受关注，如此一来，单独的一棵树是非常弱的；然而，大多数专家都比随机分类器要好，因

此多数占优原则（或者加权平均）将会提供合理的答案。

使用自助法时的泛化估计可以在训练过程中以一种自然的方式得到：记录包外的误差（不

在包中的实例上的误差），并在整片决策森林上求平均。

① 决策森林在微软 Xbox 游戏机主机的 Kinect 传感器中用于人体跟踪。
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不同变量（特征或属性排序）的相关性也可以在决策森林中用一种简单方式来估计。主体

思路是：如果一个类别特征是重要的，那么随机地置换其值应该会导致其性能显著降低。用决

策森林拟合数据之后，为了推导第 i个特征的重要性，将第 i个特征的值进行随机置换，并重

新计算这个扰乱的数据集上的包外误差。求得扰乱前后的包外误差之差，并在所有树上求平

均值。误判率增加的百分比与所有变量不变时包外误差率的比值就是该特征所得的分数。误

判率增加较多的特征比误判率增加较少的特征更重要。

可以使用大量树（数以千计并不罕见）这一事实意味着，对于需要进行分类或预测的每

个实例，会有非常多的可用的输出值。通过收集和分析如此多树的输出的分布，可以得出回

归的置信界或者分类的概率。例如，如果有 300 棵树预测“晴天”，剩下的 700 棵树预测“下

雨”，那么可以说估计“下雨”的概率是 70%。

梗 概

简单的“如果–那么”规则提炼出在某种程度上可以被人们理解的信息金块。避免可能

的规则矛盾所带来的混乱，有一个简单方法是以层次结构来处理问题（首先是信息量最大

的），由此引出带组织结构的简单的连续问题，称为决策树。

树可以用贪心和递归的方式习得：从一整套的实例集开始，选择一个测试，将它分为

两个尽可能纯的子集，再重复产生子集。当子集的纯度足以在树叶上得到分类输出值时，

递归过程终止。

充足的内存和强大的计算能力允许我们训练大量不同的树。通过收集所有输出以及平

均（对于回归）或投票（对于分类），它们可以卓有成效地用作决策森林。决策森林有各种

优点：像所有树那样，它们能自然地处理两类以上的分类问题以及缺失的属性；能提供基

于概率的输出，以及概率和误差线；不会有过度训练的风险，因此能很好地泛化到从未见

过的数据；由于其并行性，以及每个数据点上减少的测试问题集，它快速而高效。

虽然一棵树的树荫很小，但即使是最火热的机器学习应用，数以百计的树也可以带来

清凉。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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我不介意我的眉毛。虽然我不会说它们是我最好的特征，但

它们为我⋯⋯增添了些什么。人们告诉我他们喜欢我的眼睛，他

们的注意力不在我的眉毛上。

—— 尼古拉斯�霍尔特

从实例中学习模型之前，必须确保输入数据（输入属性或特征）足以预测输出。模型建

立之后，人们可能愿意了解是哪些属性显著影响着输出。如果银行在调查哪些用户足够可靠，

可以给他们提供贷款，那么知道哪些因素对信用有正面或负面的影响当然是有意义的。

特征选择，也称为属性选择或变量子集选择，是选择相关特征子集的过程，这些特征将

在模型构建中使用。特征选择不同于特征提取，特征提取会考虑用原有特征的函数来创建新

的特征。

特征选择和排序的问题不是一件小事。假设建立一个线性的模型：

y = w1x1 + w2x2 + · · ·+ wdxd

如果某个权重 wj 是零，那就很容易推断出对应的特征 xj 不会影响输出。但要记住，计算机

中的数字是不准确的，实例有“噪声”（受测量误差影响），以至于权重为零确实是概率非常

小的事件。考虑到非零的权重，可不可以得出这样的结论，即（绝对值）最大的权重都涉及信
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息量最大和显著的特征？

可惜不能。这与输入如何“缩放”有关。如果特征 xj 以千米为单位进行测量时，权重 wj

很大，那么当这一特征换成以毫米为单位测量时，权重将变得非常小（如果我们希望结果相

同，当测量单位改变时，乘积 wj × xj 必须保持恒定）。我们对测量单位的审美变化会立即导

致权重改变。特征的值依赖于所选择的单位，因此不能用权重大小来评估其重要性。

尽管如此，如果输入值被归一化，即预乘以某个常数因子，使得典型值的范围相同，例如

所有输入变量的大致值域是 0∼1，那么线性模型的权重可以给出一些健壮的信息。如果特征

选择对于线性模型已经足够复杂了，那么对于非线性模型就更为复杂了。

7.1 特征选择：情境

现在，让我们看一下分类任务的一些定义（见第 3章的图 3-1），其中输出变量 c是 Nc 个

类之一，输入变量 x 的可能值是一个有限集合。例如，想想预测一个蘑菇究竟是可以食用的

（类 1）还是有毒的（类 0）。在数据中提取的所有可能特征集中，人们希望获得信息量高的那

些特征，使得分类问题能从足够的信息开始，并且只有分类器的实际结构被保留下来。

现在，你可能会问，为什么人们不使用整套的输入，而只用特征的一个子集。毕竟如果去

除一些输入数据，我们也会丢失一些信息。没错，但这里有个维度诅咒：如果输入的维数过

大，学习任务将变得难以管理。想想在非常高维的空间中用样本来估计概率分布的难度。这

是“大数据”文本和网页挖掘应用的标准情况，其中每个文档可以通过成千上万个维度（单词

表中每个可能的单词占一个维度）来表征，这样对应于该文档的向量在向量空间中可能是非

常稀疏的。

从启发性角度来说，人们的目标是得到一个小的特征子集，尽可能接近最小的那个，它

既包含足以预测输出的信息，又消除了冗余。这种方式不仅减少了存储器使用量，而且因为

消除了不相关的特征和参数，所以泛化性能可以得到改善。此外，人类更容易理解较小的模

型。

想想识别手写的文本中的数字。如果这些文本写在彩纸上，并将纸张的颜色作为特征，那

么用不同颜色的纸张测试该系统时，学习任务会更加困难，泛化能力也会变差。

特征选择是一个这样的问题：它有许多可能的解决方案，但没有形式上保证的最优解，也

不存在什么简单的算法。

首先，应该应用设计人员的直觉和现有知识。例如，如果要识别手写的数字，图像应进行

缩放和归一化（“五”仍然是五，即使放大、缩小、拉伸、调整亮度，等等），并应该从一开始

就去掉明显无关的特征，比如颜色。

其次，需要一种方法来估计各个特征的相关性或识别能力，然后可以通过自底向上或自

顶向下的方式进行处理，在某些情况下通过重复运行训练模型直接检测待定特征集。一个特

征的值与模型的构建方法相关，以及依方法而定的一些评价技术。目前确定了 3 类方法。
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• 包装方法（wrapper method）是“围绕”着特定的预测模型建立的。每个特征子集用来

训练一个模型。训练得到的模型的泛化性能可以为该子集评分。包装方法是计算密集

型的，但通常为特定模型提供表现最佳的特征集。

• 过滤方法（filter method）使用代理度量而不是错误率为特征子集评分。常用的度量包

括互信息和相关系数。许多过滤器提供特征的排名，而不是一个明确的最佳特征子集。

• 嵌入方法（embedd method）将特征选择作为模型构建过程的一部分。这种方法的一个

例子是用于构建线性模型的 LASSO 方法，它带有回归系数的惩罚，使得其中许多系

数收缩到零，从而相应的特征可以消除。另一种方法是递归特征消除，常与支持向量

机一起使用，反复构建一个模型，并删除低权重的特征。

通过将过滤方法与包装方法相结合，人们可以用自底向上或自顶向下的方式进行处理。

在一个自底向上的贪心式包含方法中，人们根据单个特征的识别能力的顺序来逐步添加特征，

并通过验证组输出误差是否减少来检验效用。特征的最优数量可以用启发式的方法确定，即

验证集上测量的输出误差停止下降时的数量。实际上，如果超过该数量点时仍添加更多的特

征，误差可能保持稳定，甚至因为过拟合而逐渐增加。

在自顶向下的截断法中，人们从完整的特征集开始，逐步消除特征，同时寻找最佳性能

点（持续检查在一个合适的验证集上的误差）。

使用过滤方法必须谨慎。注意，对单独特征分别进行测量将抛弃它们之间的相互关系，因

此结果只是近似。还有可能发生的是，没有关联信息的两个单独特征将被丢弃，即使它们的

组合将会完美地预测输出，试想一个带两个输入的异或函数。

作为异或的一个例子，假设需要识别的类是CorrectMenu(汉堡包, 甜点)，其中两个变量

汉堡包和甜点如果在菜单上，那么对应值 1（如果存在），否则为 0（见图 7-1）。为了在快餐中

图 7-1 有两个二元输入和一个输出的分类器。单个特征分开来看都不具有信息量，对于一个正

确的输出，这两个特征的结合是充分必要的
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获得适度的热量，你需要吃一个汉堡包或甜点，但不能同时吃这两个。菜单中的汉堡包（或甜

点）单独存在或不存在不能反映菜单是否正确分类。但仅因为它们的单独信息与输出分类无

关就消除其中一个或两个输入是不明智的。你需要保存和读取这两个属性来为你的饮食正确

分类！这个简单的例子可以泛化：任何饮食专家都会告诉你，营养不是单独某种食物的多少，

而是整体组合的平衡。

现在已经明确了情境，接下来考虑单个特征的识别能力的代理度量的一些例子。

7.2 相关系数

设 Y 是与输出分类相关联的随机变量，Pr(y)（y ∈ Y）表示输出是 y 的可能性；Xi 是与

输入变量 xi 相关联的随机变量，X 是输入向量的随机变量，它的值是 x。

数值变量间的线性关系使用最广泛的度量是皮尔逊积矩相关系数（correlation coefficient），

它是通过将两个变量的协方差除以它们的标准差的乘积得到的。采用上述符号，第 i 个输入

特征 Xi 和分类的结果 Y 之间，关于期望值 µXi 和 µY 以及标准差 σXi 和 σY 的相关系数

ρXi,Y 定义为：

ρXi,Y =
cov[Xi, Y ]

σXi
σY

=
E[(Xi − µXi

)(Y − µY )]
σXi

σY
(7.1)

其中 E 是变量的期望值，cov 是协方差。经过简单的变换，可以得到等价的公式：

ρXi,Y =
E[XiY ]− E[Xi]E[Y ]√

E[X2
i ]− E2[Xi]

√
E[Y 2]− E2[Y ]

(7.2)

相关系数除以标准差，使其与测量单位相独立（例如，以千米或毫米为单位进行测量，会

产生相同的结果）。相关系数的取值是从 −1 到 1。相关性接近 1 意味着正向线性关系（特征

值 xi 相对均值所产生增量通常伴随着结果 y 的增加），接近 −1 则表示反向线性关系。系数

越接近零，变量之间的相关性就越弱，例如 (xi, y) 点图看起来像一片围绕着预期值的各向同

性的云，没有明显的方向，如图 7-2 所示。

图 7-2 数据分布和对应的相关系数值的例子。记住，相关值都除以标准差，因此下面一排线性

分布都有相同的最大相关系数（1 或 −1）
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正如之前提到的，统计独立的变量具有零相关性，但零相关并不意味着变量是独立的。相

关系数只检测两个变量之间的线性相关性：一个变量可能有第二个变量的充分信息，甚至能

直接确定第二个变量的值，如 y = f(xi) 的情况，但它们还是零相关的。

通常的建议是，不要盲目使用排序标准，无论是上述的还是其他的，要得到（验证）数据

上的分类性能测试的实验结果的支持才能使用，正如在包装方法中所做的。

7.3 相关比

很多情况下，学习算法的预期结果是类别型（回答“是/否”或一组有限的选择）。使用相

关系数需要假定输出是数值型，因此对于类别型不适用。为了找出一般的相关关系，可以使

用相关比（correlation ratio）的方法，衡量数值型输入和类别型输出之间的关系。

相关比背后的基本思想是，根据所观察到的结果将样本的特征向量划分成类。如果一个

特征是显著的，那么它应该可以确定至少一个结果类，这个类中的该特征的平均值与其他所

有类的平均值是明显不同的，否则该特征对于分辨结果将不太有用。

假设有 `个样本特征向量，可能是之前阶段试图测量时使用的算法收集到的。令 `y 表示

结果 y ∈ Y 出现的次数，这样就可以通过结果划分样本特征向量：

∀y ∈ Y Sy =
(
(x(1)

jy , · · · , x
(n)
jy ); j = 1, · · · , `y

)

换句话说，元素 x
(i)
jy 是 `y 个结果为 y 的样本中的第 j 个样本向量的第 i 个分量（特征）。让

我们关注所有样本向量中的第 i 个特征，并计算它在每个结果类中的平均值：

∀y ∈ Y x̄(i)
y =

1
`y

`y∑

j=1

x
(i)
jy

和整体的平均值：

x̄(i) =
1
`

∑

y∈Y

`y∑

j=1

x
(i)
jy =

1
`

∑

y∈Y

`yx̄(i)
y

最后，特征向量的第 i 个分量与结果之间的相关比由下式给出：

η2
Xi,Y =

∑

y∈Y

`y(x̄(i)
y − x̄(i))2

∑

y∈Y

`y∑

j=1

(x(i)
jy − x̄(i))2

如果第 i 个特征分量与结果的值之间的关系是线性的，那么相关系数和相关比都等于依

赖性的斜率：

η2
Xi,Y = ρ2

Xi,C

在所有其他情况下，相关比可以把握非线性依赖。
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7.4 卡方检验拒绝统计独立性

让我们再来考虑二分类问题与一个单独的二元特征。例如，在文本挖掘中，特征可以表

示文档中一个特定词语（关键字）t 的存在/不存在和输出，输出可以指示该文档是不是关于

编程语言的。因此，我们在做的是评估两个类别型特征之间的关系。

人们可以从导出 4 个计数器 countc,t 开始，它们对属于（或不属于）给定类的实例文档

中有（或没有）的词语 t进行计数。例如，count0,1 对应类 =0且有词语 t，count0,0 对应类 =0

且没有词语 t ⋯⋯然后，就可以通过将计数除以实例总数 n 来估计概率。

零假设是“存在词语 t”和“文档属于类 c”这两个事件是独立的。在此假设下，联合事件

的上述计数的预期值可以通过单个事件的概率的相乘获得。例如 E(count0,1) = n ·Pr(类 = 0) ·
Pr(存在词语 t)。

如果计数偏离两个独立事件的期望值，人们可以得出这两个事件相关的结论，因此该特

征对于预测输出是显著的。接下来只需检查偏差是否足够大，以保证它不是偶然发生的。一

个统计上合理的测试是统计假设检验。

统计假设检验是通过使用实验数据做出统计决定的方法。在统计学中，如果某个结果不

太可能是偶然发生的，该结果称为统计学显著的。“显著性检验”这一短语是由罗纳德�费希

尔在 1925 年左右提出的，他是奠定了现代统计科学基础的天才。

假设检验有时被称为验证性数据分析，与探索性数据分析相对。决策几乎都是用零假设

检验做出的，也就是必须回答这样的问题：假定零假设为真，观察到一个至少与实际观察到

的值一样极端的检验统计值的概率是多少？

在我们的例子中，测量 χ2（卡方）值：

χ2 =
∑
c,t

[
countc,t − n · Pr(类 = c) · Pr(词语 = t)

]2
n · Pr(类 = c) · Pr(词语 = t)

(7.3)

χ2 值越高，观察到的数据支持独立性假设的信念就越小。如果希望得到定量值，可以通过标

准统计公式计算一个特定值偶然发生的概率。

对于特征排序而言，没有必要进行额外的计算，粗略的值也够用了：根据这一标准，最佳

特征是具有较高 χ2 值的。它们更加偏离独立的假设，因此可能是相关的。

7.5 熵和互信息

“有信息量的特征”这一定性标准，可以用统计方式和互信息（MI）的概念进行精确的定

义。

输出分布的不确定性的特点可以用输出的概率分布进行测量。理论上合理的测量不确定

性的方式是使用熵（entropy），参见下面的详细定义。现在，我们知道一个特定的输入值 x，
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输出的不确定性会随之降低。输入某个值之后，输出中不确定性减小的量称为互信息。

如果一个特征和输出之间的互信息为 0，输入的知识并不会减少输出中的不确定性。换

句话说，不能（单独地）使用所选择的特征以预测输出 —— 无论我们的模型有多么先进。因

此，输入特征向量和输出（期望的预测）之间的 MI 度量与确定有希望的（有信息量的）的特

征是非常相关的。参考文献 [6] 开创性地使用互信息来进行特征选择。

在信息论中，熵即输出类（随机变量）的统计不确定性的测量，定义为：

H(Y ) = −
∑

y∈Y

Pr(y) log Pr(y) (7.4)

熵量化平均信息，单位是二进制位（bit），用于指定哪个事件发生（见图 6-5）。它也可以

用来量化在不丢失信息的情况下，一个消息可以被压缩的程度
①
。

现在来计算第 i个输入特征 xi 对分类的结果 y的影响。知道输入特征值（Xi = xi）后，Y

的熵是：

H(Y |xi) = −
∑

y∈Y

Pr(y|xi) log Pr(y|xi)

其中，Pr(y|xi) 给定第 i 个特征的值为 xi 且类型为 y 的条件概率值。

最后，变量 Y 的条件熵（conditional entropy）被定义为 H(Y |xi) 在第 i 个特征所能取的

所有值 xi ∈ Xi 上的期望值：

H(Y |Xi) = Exi∈Xi

[
H(Y |xi)

]
=

∑

xi∈Xi

Pr(xi)H(Y |xi) (7.5)

条件熵 H(Y |Xi) 总是小于或等于 H(Y )。它等于 H(Y ) 当且仅当第 i 个输入特征和输出

类统计上是独立的，即对于每个 y ∈ Y 和 xi ∈ Xi，联合概率 Pr(y, xi)都等于 Pr(y) Pr(xi)（注：

这个定义并没有谈论线性相关性）。根据定义，不确定性减小的量就是变量 Xi 和 Y 之间的

互信息：

I(Xi;Y ) = I(Y ;Xi) = H(Y )−H(Y |Xi) (7.6)

使得 Xi 和 Y 之间的对称性明显的一个等效表达式是：

I(Xi;Y ) =
∑
y,xi

Pr(y, xi) log
Pr(y, xi)

Pr(y) Pr(xi)
(7.7)

虽然理论上很强大，但从已标记的样本开始，估计高维特征向量的互信息，这不是一个

简单的任务。参考文献 [6]中提出了一个只使用单个特征和输出之间的互信息的启发式方法。

① 香农的信源编码定理表明，在极限的情况下，消息的二进制字母表可行最短编码的平均长度是它们的熵。如果事

件的发生概率相同，那么是不可能进行压缩的。如果概率不同，最可能的事件可以分配较短的码，由此压缩了信息整体的

长度。这就是为什么 zip 工具可以成功地压缩有意义的文本，这样的文本中单词和短语有不同的出现频率，但压缩伪随机

序列却有困难，比如 JPEG 文件或其他图像文件的有效编码。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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需要强调的是，互信息与相关性不同。一个特征对于输出可以是很有信息量的，即使二

者不是线性相关的，而互信息度量甚至不要求两个变量是数值型的。请记住，名义类变量具

有两个或更多类别，但这些类别没有内部的排序。例如，性别是分为两类（男性和女性）并且

没有内在排序的标称变量。如果你有足够丰富的数据来估计它，那么互信息应该是最好的衡

量信息含量的办法。

梗 概

减少模型所使用的输入特征的数量，同时又能保持大致相同的性能，这样做有许多优

点：更小的模型和更高的可理解性，更快的训练和更短的运行时间，可能还有更强的泛化

能力。

对特征进行排序，如果不考虑特定的建模方法以及它们之间的相互关系，将会是很困

难的。想想一个侦探（在这种情况下，分类的目标是“有罪”或“无罪”）聪明地结合多个

线索，并避免混乱的论证。排序和过滤只是试探的第一步，并且需要通过所选的方法尝试

不同的特征集进行验证，将方法用特征选择方案“包装”起来。

一个简便的方法是：仅当有理由猜测是线性关系时，才信任相关系数，否则可以考虑

其他相关度量，尤其是相关比，即使输出值不是定量的也适用。使用卡方来确认输入和输

出之间可能的依赖性，通过估计单独和联合事件的概率。最后，可以利用强大的互信息来

估计定性或定量特征之间的任意依赖关系，但要注意，只有非常少的几个实例时，结果可

能会高估。

作为一个练习，挑选你自己喜欢的福尔摩斯的故事，并找出他使用了哪些特征（线索、

证据）选择方法来揭露和逮捕真凶，并让他的朋友华生叹服。
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想学会飞翔，就必须先学会站立、行走、奔跑、攀登和跳舞，

没有人能直接飞翔。

—— 尼采

本章继续沿着从线性模型到非线性模型的道路进行探索。为了避免突兀，我们先不推出最

一般化和强大的模型，而是先从线性模型的逐渐修改开始，先使其适用于预测概率（logistic

回归），然后使线性模型局部化，更加关注最接近的实例，就像一种平滑的 K 近邻法（局部加

权线性回归），最后通过对权重的适当限制选择输入子集（LASSO）。

准备阶段之后，接下来的章节中将接触到灵活非线性模型的精髓，即任意平滑输入–输

出关系，例如多层感知器（Multi-Layer Perceptron，MLP）和支持向量机（Support Vector

Machine，SVM）。

8.1 logistic 回归

在统计学中，logistic回归被用于根据一组历史事件的记录预测分类变量的各种结果的概

率。例如，从可能患心脏疾病的病人的相关数据入手（疾病“有”或者“没有”是分类输出变

量），想要预测一个新来的病人患心脏疾病的概率。这个名字有一定程度上的误导性，事实上

它是一种分类技术，而不是回归。但这种分类是通过概率的估计得到的，因此使用术语“回
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归”。常见的输出是二元的，也就是有两个可用类别。

使用线性模型的问题是，输出值是无界的，而我们需要限定输出值范围为 0∼1。logistic

回归大部分是由一个线性模型运行的，但 logistic 函数（见图 8-1）被用来转化线性预测器的

输出，从而取得一个 0∼1 的值，这也可以解释为概率。通过将这一概率值与阈值相比较，可

以实现一种分类（例如，当输出概率大于 0.5 时，分类为“是”）。

图 8-1 logistic 函数把输入值以平稳的方式转换为 0∼1 的输出值。该函数的输出可以被阐释

为一种概率

logistic 曲线是一种常见的 S 型函数。logistic 一词是这一函数用于研究人口增长时引入

的。在人群中，繁殖率正比于现有的人口数量和可用资源的数量。当人口增长时，可用的资源

减少；当人口达到系统的承载能力时，资源数量为零。增长的初始阶段接近指数关系；然后进

入饱和阶段，增长放缓；到成熟阶段时，增长停止。

标准的 logistic 函数由下式定义：

P (t) =
1

1 + e−t

其中 e 是欧拉数（数学常数）。变量 t 可以是时间，不过这里 t 是线性模型的输出，想想式

(4.1)，我们有：

P (x) =
1

1 + e−(wTx)

记住，线性模型 w 也可以包括一个常数值 w0，前提是在输入值列表中人为添加一个总是等

于 1 的输入值 x0。

下面来看看在这种情况下最大化的是哪个函数。线性变换权重的最佳值是通过最大似然

估计来确定的，即通过最大化得到这些输出值的概率，这些输出值事实上是从给定的已标记

实例中得到的。将每个独立事件的概率相乘。令 yi 为所观察到的输出（1 或 0），对应输入为

xi。若 Pr(y = 1|xi) 是由该模型得到的概率，正确分类为 1，则获得测量输出值 yi 的概率为

Pr(y = 1|xi)；而若正确分类标签为 0，则 Pr(y = 0|xi) = 1−Pr(y = 1|xi)。所有因子需要相乘
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得到所有实例的整体概率。按照惯例使用对数形式，于是因子（每个实例对应一个）求积转换

成了求和：

LogLikelihood(w) =
∑̀

i=1

{
yi ln Pr(yi|xi,w) + (1− yi) ln(1− Pr(yi|xi,w))

}

似然率 Pr 与系数（权重）w 的相关性已经非常明确了。

由于上述表达式中的非线性性，我们不可能找到使似然函数最大化的权重的解析表达式，

而必须用迭代过程来代替，例如梯度下降法。该过程始于一个初始解决方案 wstart，然后通过

向负梯度的方向移动来进行细微调整，观察是否需要改进，并重复这一步骤直到改进十分微

细，此时我们认为这一过程已经收敛。

像往常一样，在 ML 中，人们关心怎样使泛化最大化。当在验证集上测量并估计出的泛

化性能为最佳的时候，以上最小化过程可以也应该尽早被终止。

8.2 局部加权回归

4.1 节中我们已经看到如何确定一个线性关系的系数。第 2 章中的 K 近邻法根据最接近

旧的（已标记的）实例的输出值来预测新输入的输出值，给出的输出可以是最接近已储存的

一个输入所对应的输出值的那个，或者是选出的最近邻值的输出值的某些简单组合。

本节中考虑的方法类似于最近邻值的输出的线性组合。但我们没有那么残酷，不会只关

注 K 个最近邻值而消除所有其他值的影响。这是一种平滑的变化：我们根据和被预测的实例

之间的距离来逐渐减少实例对预测的影响，而不是选择一组 K 个胜者。

通过加权得到的整体相关性可能会相当复杂。当模型需要在不同的点进行评估时，线性

回归仍然可以使用，只不过该评价点附近的评估点被认为比远处的“更重要”。这里遇到了一

个非常普遍的原则：在（自然的或自动的）学习中，相似的实例通常被认为比那些相差甚远的

更相关。

局部加权回归（Locally Weighted Regression）是一种懒惰的基于存储的技术，这意味着

所有点和评估值都被存储了，而只有查询特定的某点的时候才会基于请求建立特定的模型。

为了预测一个点 q（称为查询点）的评估结果，我们对训练点应用线性回归。为了确保在

确定回归参数过程中的局部性（相近的点更相关），给每个样本点分配一个权重，这个权重会

随着与查询点距离的增加而减小。值得注意的是，在神经网络业内，术语“权重”一般情况

下指由训练算法计算得到的模型参数，然而在这种情况下，权重度量每个训练样本的重要性。

为了避免混淆，我们用术语重要性和符号 si（下面所用的对角矩阵记为 S）来表示这一特定

用法。

如 4.1节所述，我们假设所有输入向量 xi 都以常数 1作为第 0个元素，它被用作回归中

的常数项，因此全部等式的维数实际上是 d + 1。
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加权后的最小二乘拟合的目标是最小化下面的加权误差（式 (4.2) 中隐式地假设了每个

点的权重是一样的）：

error(w; s1, · · · , sn) =
∑̀

i=1

si(wT · xi − yi)2 (8.1)

从 4.1节中用弹簧进行类比的观点来看，样本点不同的权重分布对应于使用不同弹性常数（强

度）的弹簧，如图 8-2 所示。为了最小化式 (8.1)，可以令其关于 w 的梯度等于 0，得到如下

解：

w∗ = (XTS2X)−1XTS2y (8.2)

其中 S = diag(s1, · · · , sd)，而 X 和 y 则是根据式 (4.5) 来定义。注意当所有权重相等时，式

(8.2) 简化为式 (4.5)。

图 8-2 加权最小二乘拟合的弹簧类别（与图 4-6 比较）。现在，弹簧有不同的弹性常数，较粗

意味着较硬，所以它们对整体势能的影响需要进行加权。对于上述情况，较硬的弹簧代

表更靠近查询点 q 的那些点

根据储存样本到查询点的距离，可以使用以下函数来描述它们的重要性：

si = exp
(
−‖xi − q‖2

WK

)

其中 WK 是度量“核宽度”的一个参数，即对远距离实例的灵敏度；当距离远大于 WK 时，

重要性迅速衰减至 0。

图 8-3（上）给出了一个例子，模型需要在查询点 q 进行估值。样本点 xi 用圆圈来表示，

它们的重要性 si 随着与 q 点距离增加而减小，并且用内部阴影深浅程度来表示，黑色意味

着重要性最高。线性拟合（实线）是通过考虑各点的重要性而计算出的，并根据模型在 q 点

估计出相应的值。对于每一个查询点，每个样本点的重要性和随后的线性拟合都会重新计算，

前提是曲线如图 8-3（下）所示。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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图 8-3 （上）LWR 模型在 q 点估值，样本点的重要性由内部阴影表示；（下）所有点的估值，

每个点对应一个不同的线性拟合

贝叶斯局部加权回归

目前为止，我们还没有做过有关待定系数的先验概率分布的假设。在某些情况下，一些

与任务有关的信息可以方便地通过先验概率分布加入模型。

贝叶斯局部加权回归，记为 B-LWR，用于确定关于系数取值的先验信息。贝叶斯技术的

力量一般来自明确规范的模型假设和参数（比如，一个先验分布可以建模我们对函数的初步

认识），而且建模的概率并不局限于它的期望值，而是整个概率分布。例如，置信区间可以定

量地得出期望值的不确定性。

为我们带来 B-LWR 的是系数 w 分布的先验假设：它们服从零期望和协方差矩阵为 Σ

的多元高斯分布。而 σ 的先验假设是 1/σ2 服从以 k 为形状参数、以 θ 为尺度参数的伽马分

布。由于使用加权回归，每个点及其相应输出是通过高斯权重函数加权的。以矩阵的形式，数

据点的权重组成 `× ` 的对角矩阵 S = diag(s1, · · · , s`)，而矩阵 Σ = diag(σ1, · · · , σ`) 包含 w

分布的先验方差。
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查询点 q 的局部模型是由 w 的边缘后验分布预测的，而 w 的期望值由下面的式子估

计：

w̄ = (Σ−1 + XT S2X)−1(XT S2y) (8.3)

注意，去除先验知识其实对应先验假设中的方差无穷大，从而 Σ−1 变成零矩阵，式 (8.3) 简

化为式 (8.2)。矩阵 Σ−1 + XTS2X 是加权协方差矩阵，其中以 w 的先验知识加以补充。它的

逆矩阵表示为 V w。基于 ` 个数据点的高斯噪声的方差可以估计为：

σ2 =
2θ + (yT −wTXT)S2y

2k +
∑`

i=1
s2

i

w 分布的协方差矩阵的估计值由下面的式子计算：

σ2V w =
(2θ + (yT −wTXT)S2y)(Σ−1 + XTS2X)

2k +
∑`

i=1
s2

i

自由度由 k +
∑`

i=1 s2
i 给定。从而查询点 q 的预测输出响应为：

ŷ(q) = qTw̄

而预测输出的均值的方差可由下面的式子计算：

var(ŷ(q)) = qTV wqσ2 (8.4)

8.3 用 LASSO 来缩小系数和选择输入值

考虑线性回归模型时，岭回归是一种通过二次方式来惩罚大系数，从而使得模型更稳定

的方法，如式 (4.7) 所示。

普通的最小二乘估计法通常偏差较小，但是方差较大。为了提高准确率，有时可以将一些

系数缩小或者设置为零。通过这样做，我们牺牲一点偏差，以减少预测值的方差，从而可以提

高整体的预测准确率。还有一个原因是便于解释。如果存在大量的预测量（输入变量），我们

通常想找到一个具有最大影响力的较小子集。特征子集选择和岭回归，这两个改进估计的标

准技术仍然存在一些缺陷。子集选择提供了便于解释的模型，但由于它是一个离散过程，输

入变量（回归量）要么保留，要么删除，该模型的变化也可能是特别大的。即使数据中很小的

变化，也可能产生十分迥异的模型，这就降低了预测准确率。岭回归是一种连续让系数缩小，

从而使得模型更稳定的过程，然而它并没有设置任何系数为零，所以无法得出一个易于解释

的模型。参考文献 [107] 中提到一种新的技术LASSO，即“最小绝对收缩和选择算符”。它使

得一些系数缩小而另一些设置为零，因此保持了子集选择和岭回归两种方法的优势。
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图 8-4 在 LASSO 中，最好的解决方案出现在二次误差函数等高线接触正方形处，有时会在正

方形的角上，对应某些零系数。相反，岭回归的二次约束没有角来让等高线接触，因此

权重中很少会产生零

LASSO 使用权重绝对值的总和作为约束 ‖w‖1（参数向量的 L1 范数），它不会大于给定

值。LASSO 在系数绝对值总和小于一个常数的约束下，使得残差平方和最小化。通过一个标

准技巧，将带约束的优化问题通过拉格朗日乘数法转化为无约束的问题，这相当于将 λ‖w‖1
加入无约束最小化的最小二乘：

LASSOerror(w;λ) =
∑̀

i=1

(wT · xi − yi)2 + λ
d∑

j=0

|wj | (8.5)

LASSO 和岭回归一个最主要的区别是，在岭回归中随着惩罚的增加，所有系数减小，但

保持非零的状态，而 LASSO 随着惩罚的增加会导致更多的系数变为零。对应的权重为零的

输入值就可以消除，从而导致模型使用较少的输入值（输入的稀疏化），因此更便于解释。较

少的非零参数有效减少了变量数目，而这正是影响解决方案的因素。换言之，作为模型构建

过程的一部分，LASSO 是一种进行特征选择的嵌入式方法。

注意，式 (8.5) 中惩罚较大权重的那一项，当权重为零时不存在导数（偏导数从对应负值

的 −1跳到对应正值的 +1）。通过计算导数并令其等于零来求解，并得到一个线性系统的“技

巧”在这里没法使用。优化 LASSO 的问题可以通过引入带线性不等式约束的二次规划或更

一般的凸优化方法来解决。LASSO 的参数 λ 的最佳值可以通过交叉验证来获得。

拉格朗日乘数优化约束问题

上述方法将带约束的优化问题转化为无约束的优化问题，并已被广泛应用，对于好奇心

旺盛的读者，即使是关于数学的题外话也是值得一提的。在数学优化中，拉格朗日乘数法是

在带约束的前提下用来寻找函数局部最大值和最小值的方法。带约束问题是通过将各个约束

乘以一个参数（一个拉格朗日乘数）转化为无约束的。最小化转换后的函数将导出优化的必
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要条件。

考虑一个二维问题：

最大化 f(x, y)

约束条件 g(x, y) = c

对于不同的 d，我们可以可视化 f 的等高线

f(x, y) = d

在图 8-5 中展示了这些等高线和 g(x, y) = c 的等高线。

图 8-5 拉格朗日乘数法

假设我们沿着等高线 g = c 走。一般情况下，f 和 g 的等高线是不同的，所以 g = c 的等

高线将与 f 的等高线相交或者穿过。这就相当于，沿着 g = c 的等高线移动，f 值是不同的。

只有当等高线 g = c 与 f 的等高线相切（接触但不交叉）时，f 的值既不增加也不减少。

当 f 和 g 的等高线切向量平行时，f 和 g 的等高线相接触。因为函数的梯度是垂直于

等高线的，所以切向量平行就相当于 f 和 g 的梯度是平行的。因此我们在点 (x, y) 处要求

g(x, y) = c，并且：

∇f(x, y) = λ∇g(x, y)

拉格朗日乘数 λ 确定了一个梯度需要乘以什么来获得另一个梯度！
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梗 概

线性模型应用广泛，但是在许多情况下仍有不足。本章举例介绍了 3 个具体的改进方

法。

首先，有些原因可能导致输出值需要被限定在一定的范围内。比如，若要预测概率，

则输出值的范围只能是 0∼1。一种方法是将输入的线性组合传递给一种“挤压”logistic 函

数。最大化训练事件的对数似然率，就得到了广泛使用的logistic 回归。

其次，可能有些情况下线性模型需要局部化，不同的输入点赋予不同的权重，那些距

离需要预测的输入样本更近的点拥有更大的权重。这就是局部加权回归。

最后，在需要优化的函数中加入的大权重的惩罚项，不一定是权重的平方和（只有通

过计算导数得到线性等式时才会有），可以有其他选择。例如，用绝对值之和作为惩罚，既

可以有成效地减少权重，又能使输入变得稀疏。这就是使用 LASSO 技术来缩小系数和选

择输入。LASSO 减少了非零权重的数目，从而也减少了对输出值有影响的输入值数量。

学习本章之前，对于你来说套索（lasso）只是一端有活结的、用来套住牛马的长绳。而

现在，你可以用它来套住更多有意义的模型。
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大自然是大师中的大师，除非从他那里获得灵感，否则其他

的都是徒劳无益。

—— 达�芬奇

人类的神经系统，包含大约 1000 亿个计算单元和大约 1015 个连接，能够完成令人惊讶

的智能行为。事实上，人类大脑的能力定义了智能。这些计算单元是称为神经元的一类特殊

细胞，之间的连接称为突触，每个神经元的计算依靠电流进行，这些电流由突触电信号引发，

在神经元中央部分进行整合，并且在超过兴奋阈值时将电脉冲传递给其他神经元。神经元和

突触在第 4 章中已经展示过了（见图 4-3）。为神经元建模的一个方法是线性分类器，它判断

输入的加权和是否通过某个“挤压”函数（见图 4-4）。这个挤压函数的输出水平用以表示神

经冲动的频率，范围从零到最大频率。

因此，单一的神经元是一个简单的计算单元，它计算一个标量积，接着是一个 S 型函数。

顺便说一下，这个计算相当嘈杂和不规则，因为它是基于电信号的，而这个电信号又受到化

学物质、压力、血液供应、血糖水平等因素的影响。神经系统的智能是按照互联的强度编码

的，并且通过改变连接来进行学习。这种模式与“标准”串行计算机十分不同，串行计算机以

周期的方式执行：从存储器中取出内容，进行数学运算，再将结果写回储存器。神经网络不区

分存储器和处理过程，而是通过网络中的信号流来操作。

主要的待解之谜是：许多简单的单位连结起来的系统，竟可以产生如此令人难以置信的

智能活动，比如识别物体、说话、听懂别人说话、喝一杯咖啡，以及为了你的职业生涯而努力。

涌现（emergence）是多个相对简单的交互形成复杂系统的方式。类似的涌现特性在自然界也
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可以观察到，想想雪花复杂的对称图案，也是从简单的水分子开始形成的。

因此，真正的大脑是研究者不可思议的灵感来源，同时也证明了十分简单的互联计算单

元能组成智能系统。早在计算机发展的初期，这个生物领域的隐喻就已经很诱人了（“电子大

脑”），但是当时仅有一些简单的类比，并没有构造智能系统的蓝图，就像弗雷德里克�杰利

内克所说的“飞机不扇动翅膀”。然而，在 20 世纪 60 年代以及 80 年代末，生物大脑运作的

原则作为一种计算工具的理念又抬头了。思维的转变导致了研究模式的改变，从基于符号规

则和推理的人工智能，转变为知识被编码在系统参数（像突触互联权重）中的人工神经系统，

学习的过程就是在外部刺激的影响下逐渐修改这些参数。

由于单个神经元的功能是相当简单的，它只是用一个超平面将输入空间分成两个区域，

复杂性必然来自参与一个复杂的行为的更多层的神经元（就像在所有可能的情况下认出你的

祖母一样）。这里的“挤压”函数为这个系统引入关键的非线性关系，没有它们的话，再多的层

也只能产生线性函数。有组织的层次是大脑皮层中真实可见的，它是大脑中控制记忆力、注

意力、感性认识、思维、语言和意识的那一部分（见图 9-1）。

图 9-1 3 张皮层分层图，由圣地亚哥�拉蒙–卡哈尔绘制，每张都表示一个垂直方向的横截面，

顶端是皮层的表面。不同的节点显示神经元的细胞体，以及一些随机神经元子集的树突

和轴突

对于更复杂的“序列的”运算，例如逻辑推理，反馈回路是必不可少的，但更难以通过人

工神经网络模拟。正如你所认为的那样，人工智能中“高层次”、符号化和推理的观点与“低

层次”、子符号化的人工神经网络的观点是互补的。对于计算机来说很简单的任务，比如解方

程或者推理，对人脑来说是困难的；对于人脑来说很简单的任务，比如认出你的祖母，仍难以
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在计算机上进行模拟。现在普遍承认两种风格的智能行为，也导致关于“快思维和慢思维”的

畅销书的出现 [71]。

无论什么情况下，都会有“飞机不扇动翅膀”的情况。尽管人类大脑是灵感的源泉及可行

性的凭证，大多数人工神经网络却实际运行在标准计算机上。诸如“神经网络”“机器学习”

“人工智能”等领域事实上逐渐融合起来，这些不同的术语各自涵盖一系列技术，这些技术用

于智能系统中不同且经常互补的一些方面。

本章的重点是前馈多层感知器神经网络（无反馈回路）。

9.1 多层感知器

8.1 节中的 logistic 回归模型，通过将 S 型传递函数应用到无限制的线性模型输出上，使

得输出可以被解释为一个概率值，它是添加“最小限度的非线性”的简单方法。可以把 logistic

回归模型看作把划分输入空间的一个刚性平面（基于线性计算和阈值的比较，一边输出 0，另

一边输出 1）转变成平滑的灰色过渡区，这个平面的两边，一端是越远离平面就越黑，而另一

端是越远离平面就越白，两端的中间是灰色的
①
（见图 9-2）。

图 9-2 logistic 函数的效果：带有阈值的线性模型（左）；S 型平滑过渡（右）

如果将 y 视作地形的高度，那么许多情况下，山区有太多的丘陵、山峰和山谷，因此无

法用一个平面或者单一的平滑过渡区来建模。

如果将线性变换接连组合起来，情况也不会改变：两个连在一起的线性变换仍然是线性

的
②
。但是如果将第一个线性变换的输出进行非线性 S 型函数变换，然后再进行第二个线性

变换，就可以得到想要的结果了：能够逼近所有光滑函数的灵活模型。术语非参数模型用于

强调它们的灵活性，也用于将它们与刚性模型区分开来。在刚性模型中，只有某些参数可以

根据数据进行调整。参数化模型的一个例子是振荡 sin(ωx)，其中参数 ω 必须由实验数据确

① 观察一下，可以注意到 logistic 回归与没有隐藏层却有单一输出值的 MLP 网络确实有着相同的体系结构，改变

的只是进行优化的函数、MLP 优化误差平方和，以及针对 logistic 回归优化的对数似然函数（LogLikelihood）。

② 考虑一下两个线性变换 A 和 B。在 A 之后应用 B，得到的 B(A(x)) 仍保持线性性。事实上，B(A(ax + by)) =

B(aA(x) + bA(y)) = aB(A(x)) + bB(A(y))。
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定。第一个线性变换将提供输出的第一个“隐藏层”（隐藏是因为它处于内部，而且不能像最

终输出那样直接可见），第二个变换将从隐藏层中产生可见输出。

多层感知器神经网络是由大量的高度互联单元（神经元）构成的，它们平行工作，用于解

决特定的问题。神经元以层的方式组织起来，之间有前馈信息流（无回路）。图 9-3 展示了该

体系结构。

图 9-3 多层感知器：中间（隐藏）层的 S 型传递函数引入的非线性，使得创建任意连续函数变

成可能。图中展示了单隐藏层

多层感知器的体系结构组织方式如下。信号从输入层依次流过不同的层，最后到达输出

层。中间层称为隐藏层，因为它们在输入端或输出端是不可见的。对于每个层，每个单元首先

计算权向量与另一个向量之间的标量积，这个向量是由前一层的输出给出的。得到的结果经

过一个传递函数，产生下一层的输入。一个常用的光滑渐近传递函数（输入是大的负信号时，

输出趋近 0；输入是大的正信号时，输出趋近 1）是 S 型函数，称其为 S 型函数，是因为它的

图像形状像英文字母 S。之前遇见过的 logistic 转换就是一个例子（见图 8-1）：

f(x) =
1

1 + e−x

其他传递函数可用于输出层。例如恒等函数，可用于无限输出值，而 S 型输出函数更适合

“是/否”的分类问题或对概率建模。

关于 MLP 的一个基本问题是：这样的结构来表示输入–输出映射，灵活性有多大？换句

话说，给定一个函数 f(x)，是否存在一个 MLP网络和特定的权重，使得这个 MLP的输出能

够很好地逼近函数 f。虽然感知器的建模能力有限，只能用于两种模式（即输入）能被输入空

间中的一个超平面分开的分类问题，但是 MLP 却是一种通用逼近[62]：如果有足够多的隐藏

节点，拥有一个隐藏层的 MLP 能够以任何精度逼近任何光滑函数。

这是一个有趣的结果：使用与神经类似的架构，将简单的单元（线性叠加和挤压 S型传递

函数）以层的方式组织起来，并且有至少一个隐藏层，就能模拟任何光滑输入–输出的函数。

对于数学专业的同事而言，这是一个非常棒的“存在性”结果。而对于偏应用方向的同

事，接下来的一个问题是：已知存在一个 MLP 逼近，怎样从已标记的实例开始快速找到它？
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在阅读了上一章后，你应该已经知道至少一种可能的方法。试着想一想，然后再继续读

下一节。

作为 MLP 输入–输出变换的例子，图 9-4 展示了不同的输入参数对应输出值的光滑非线

性的演化。通过使用滑块，可以固定输入值的一个子集，并且两个所选输入参数的值域对应

的输出用不同颜色表示。

图 9-4 用 LION 软件 Sweeper 分析神经网络的输出。输出值和冬季加热房子消耗的能量，是

输入参数的函数。图中展示了颜色编码的输出（左）和表面图（右）。非线性是可见的

（另见彩插）

9.2 通过反向传播法学习

跟往常一样，选择一个“向导”函数进行优化，像传统的训练实例上的平方误差和，保证

它是光滑的（可导），并使用梯度下降法。迭代地计算函数关于权重系数的梯度，并且朝着负

梯度的方向移动一小步如果梯度不是 0，那么就存在一个足够小的步子，沿着负梯度的方向，

能够使得函数值减小。

现在的技术问题就是使用微积分中的链式法则来计算偏导数，以求得两个或更多函数的

复合函数的导数。如果 f 和 g 分别是一个函数，然后链式法则指明如何从 f 和 g 的导数计算

出复合函数 f ◦ g 的导数。例如，(f ◦ g)(x) 的链式法则是：
df

dx
=

df

dg
· dg

dx

MLP 中的基本函数是：标量积，然后是 S 型函数，接下来又是标量积，如此反复一直到

输出层，计算误差。对于 MLP 网络，其梯度可以被高效地计算，它的计算需要的操作数正比

于权重系数的数量，实际计算中所用的简单公式与向前传递（从输入到输出）的类似，只是现

在的方向不一样，从输出误差到输入。神经网络中的一个流行的技术是通过误差的反向传播

进行学习，它刚好包含在上面提及的练习里：梯度计算和沿着负梯度的小步移动 [115, 116, 92]。
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令人惊奇的是，梯度下降法的一个直接应用，直到 20 世纪 80 年代末才被广泛使用，并

且为使其流行起来的研究人员带来了如此高的声望。一个可能的原因是，梯度下降法通常被

认为是一个“普普通通”的方法，只能达到局部最优点（梯度为 0），并不能保证是全局最优

解。因此，用随机的小的权重系数初始化网络后，需要在不同问题上进行实验，来证明梯度下

降对于训练 MLP 的现实可用性。另外，记住 ML 的目标是泛化，对于这一目标，全局最优并

非必要。全局最优甚至会适得其反，并且导致过度训练。

带有简单和局部机制的逐步适应的使用与神经系统有着紧密的联系，虽然真正的神经元

如何具体实现梯度下降算法仍然是一个研究课题。

注意，网络训练完之后，从输入开始计算输出需要一些简单的运算，次数正比于权重系

数的个数，因此如果权重系数的个数是有限的，这一操作就可以非常快地完成。

接下来简要地定义符号。考虑“标准的”多层感知器构架，只有相邻的层之间有权重系

数，差平方和能量函数定义为：

E(w) =
1
2

P∑
p=1

Ep =
1
2

P∑
p=1

(tp − op(w))2 (9.1)

其中 tp 和 op 分别是模式 p 的目标值和当前输出值。S 型传递函数是 f(x) = 1/(1 + e−x)。

现在可以用在某个范围内随机分布的初始权重系数来初始化。选择一个初始化范围，像

(−0.5, 0.5)，并不是很容易的工作，如果权重系数太大，标量积将处于 S 型函数的饱和区域，

导致梯度接近于零以及数值问题。

在下面的章节中，我们将展示两个“基于梯度的”技术：标准的批量反向传播和一个带有

自适应学习速率（bold driver BP，见参考文献 [4]），以及在线随机反向传播 [92]。

9.2.1 批量和 bold driver 反向传播法

批量反向传播法（batch backpropagation）是梯度下降法的一个教科书版本。在得到了梯

度中所有偏导数后，记为 gk = ∇E(wk)，下一次迭代 k + 1 的权重系数被下面的式子更新为：

wk+1 = wk − ε gk (9.2)

以前的更新，具有固定的学习率 ε，可以看作是粗糙版本的最速下降（steepest descent），

每次迭代都搜索沿梯度方向上的确切最小值：

wk+1 = wk − εkgk (9.3)

其中 εk 最小化 E(wk − εgk) (9.4)

对于一个特定的学习问题，如何挑选一个合适的学习速率是个很现实的问题。学习速率不应

该太小，避免学习时间过长（每次迭代权重系数的改变都很小），学习速率也不应该太大，避

免震荡导致的能量函数疯长（应该记住，只有在步子很小时，沿着梯度方向的改变才能保证

函数值减少）。
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有一个启发式的建议，可以避免这样的选择，它在学习任务运行时改变学习速率。这一

方法称为 bold driver（BD），参考文献 [4] 对它有所描述。如果连续的步骤使得能量降低，那

么学习速率就指数式增加。如果遇到了一个“意外”（如果 E 增加），那么学习速率就迅速减

小，直到找到一个合适的值。从一个很小的学习速率开始，它的改变用下面的式子描述：

ε(t) =

{
ρ ε(t− 1) E(w(t)) < E(w(t− 1))

σl ε(t− 1) E(w(t)) > E(w(t− 1)) 使用 ε(t− 1)
(9.5)

其中 ρ 接近于 1（ρ = 1.1），是为了避免频繁的“意外”，这些情况下能量值的计算都被浪费

了，σ 的选择应满足快速减小（σ = 0.5），l 是能成功减少能量的减小率 σlε(t − 1) 的最小整

数。

这种自适应 bold driver 反向传播的表现接近于（通常也优于）适当选择一个固定的学习

速率所得到的。然而，作为最速下降的一个简单形式，这些技术也受到使用梯度作为搜索方

向的技术的共同限制。

9.2.2 在线或随机反向传播

由于能量函数 E 是许多项的和，每一项对应一个模式，因而梯度将是相应的局部梯度

∇Ep(wk) 的和，∇Ep(wk) 是第 p 个模式中误差的梯度 (tp − op(w))2。

如果某人有上百万训练实例，首先对贡献 ∇Ep(wk) 进行求和，然后走一小步。

于是，马上会想到：在计算一个 ∇Ep(wk) 后立即沿着负的方向走一小步会如何呢？如果

这一步非常小，得到的权重与初始的差别将很小，并且接下来的梯度 ∇Ep(wk+j) 将非常类似

于原始的那些 ∇Ep(wk)。

如果以随机的顺序选择模式，可以得到所谓的随机梯度下降，又称作在线反向传播法。

顺便说一句，因为生物神经元不是很擅长复杂和长期的计算，所以在线反向传播具有多

种生物学的意义。例如，如果一个孩子正在学习识别数字，当他犯了一个错时，应该立即纠

正，而不是等收集了成百上千的错误之后再纠正。

在线随机反向传播的更新由下式给出：

wk+1 = wk − ε ∇Ep(wk) (9.6)

其中模式 p是每次迭代时从训练集中随机选择的，ε是学习速率。许多情况下，这种形式的反

向传播已经成功使用，条件是用户选择了适当的学习速率。该方法的主要困难是，该迭代过程

不保证收敛，并且使用梯度作为搜索方向对一些问题
①
是非常低效的。相对于批量反向传播，

也就是 E 的完整梯度被用作搜索方向，这种在线方法的竞争优势在于，局部梯度 ∇Ep(wk)

只需要单一的向前和向后传递，因此该方法的不精确性可以通过单次迭代所需的较低计算量

进行补偿，特别是训练集很大并且由冗余模式组成时。这些情况下，如果学习速率是合适的，

收敛的实际 CPU 时间可以是很少的。

① 精确的说法是病态问题。
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小批量 BP 是批处理和在线版本之间的第三个折中选项。这种情况下，仅仅在一个随机

大小为 B 的模式子集（批）上运行向前和向后传播来积累部分梯度。每 B 个向前传播修改权

重。当然，极端的情况是，B 等于 1时相当于在线 BP，B 等于模式的总数量时相当于批量 BP。

学习速率必须精心选择：如果 ε 过小，即使训练时间增加，也不会产生更好的泛化结果；

而如果 ε 增大超过某一定点，振荡会逐渐变得剧烈，并且所获得泛化的不确定性会增加。

9.2.3 训练多层感知器的高级优化

认识到优化对于机器学习的重要性之后，研究人员就开始使用优化的相关文献中提到的

技术，即在搜索过程中使用更高阶导数的信息，而不仅仅是梯度下降。共轭梯度法和“割线”

法是两个例子，即仅使用梯度信息，以迭代的方法更新（黑塞矩阵的）二阶导数的近似值。实

际上，众所周知的是，如果黑塞矩阵的条件数很大，使用梯度作为当前搜索方向的收敛速度

会非常慢。形象的说法是，这对应于搜索空间里由“狭窄山谷”导致的曲折的搜索路径，见图

21-9。基于二阶信息的技术在神经网络社区广泛使用，它们的效用已经得到认可，特别是权重

系数数量有限（<100）并要求高精度输出值的情况。参考文献 [5]中列出了部分书目和不同的

二阶技术之间的关系。两种使用二阶导数信息（以间接和快速的方式）的技术，即共轭梯度法

和具有快速线搜索的一步割线方法（OSS），在参考文献 [5] 和 [4] 中有所描述。更多细节将在

本书有关连续函数优化的第 21 章加以探讨。

梗 概

创建基于“真实神经网络”的人工智能是人工神经网络研究的课题。多层感知器神经

网络（MLP）是一种灵活的（非参数）建模架构，由 S 型单元的层组成，仅相邻层之间以

前馈方式相互连接起来。识别你的祖母出现在图像中的概率的单元，可以用我们的神经硬

件（毫无疑问地）建模成一个 MLP 网络。人们可以通过梯度下降法的变形从已标记的实

例中进行有效的培训，这一方法通常称作“误差反向传播”。作为优化方法，梯度下降的弱

点并不会影响实际的效果。

人类学习和机器学习模式之间的确有着惊人的相似之处。尤其注意一点，在训练过程

中越努力，提高泛化能力方面所得到的回报就越多。一个严厉的老师（在黑板上写多样化

的测试题，要求你做笔记，而不是提供预习材料）可能在训练中使你痛苦，但会增强你日

后人生中的精神力量。德国哲学家黑格尔在定义哲学的作用时使用了术语Anstrengung des

Begriffs（“定义概念所做的努力”）。
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单走一步不会在地球上走出一条路，单一的思想也不会在

头脑中连成路径。要走出一条很深的路，我们要一次又一次地

走。要走出一条深刻的精神之路，我们必须一遍又一遍地思考，

我们希望能支配我们生活的那种想法。

—— 亨利�大卫�梭罗

现在机器学习正经历着一场软革命，很久以前诞生的想法正迎来第二次青春。深度学习

和卷积网络是有前途的方向，但我们也会考虑其他替代品和重要方向，例如后续章节会提到

的储备池和超限计算。

有这样一则轶事：杰弗里� E. 辛顿教授率领的研究生团队在最后一分钟决定参加一场

比赛，他们使用一种深度学习系统，该系统的开发没有用到特定的领域知识，却在 2012 年赢

得了最高奖项。该系统可以预测哪些分子最有可能是一种有效的药物。今天许多高级的计算

机视觉和语音识别应用是基于深度网络的。

这一章介绍深度神经网络（deep neural network）和卷积网络（convolutional network）。

深度网络的长期目标是完全自动从大量的数据（包括已标记和未标记的）中直接开发智能系

统，而不用在训练系统之前由人类专家手动提取有用的特征。总体计划是有一个分层次的前

馈网络，它是自组织的，使得前几层能够提取基本构造块（特征），在随后的层里结合它们获

得越来越复杂的特征（例如，图像处理中在平移或旋转下不变的特征）。卷积网络预布置适用

于某一领域（典型的例子是计算机视觉和语音处理）的架构，其方法是插入约束，例如感受野
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（receptive field）的局部性，以及分享权重。在我们的视觉系统和图像处理系统中，基本的本

地筛选操作，例如对比度增强或边缘检测，在整个图像上都有应用。如果 ML 给每个像素标

识一个不同的筛选器，那么会浪费宝贵的资源，而且不要忘记这个系统是用二维结构和局部

关系来处理图像的，否则会受到惩罚。

10.1 深度神经网络

神经学研究的大量证据表明，人类的大脑首先提取有用的表示，然后逐步复杂，如此分

阶段提取更高层次的概念。为了识别你的祖母，视觉皮层首先检测简单的元素，如图像边缘

（强度的突然变化），然后逐渐识别更高级别的概念，比如眼睛、嘴巴和复杂的几何特征，它们

独立于图像中的特定位置、亮度、颜色等。

虽然对于合适的逼近来说，存在一个隐藏层就足够了，但这并不意味着建立这种逼近是

容易的，也不意味着只需要少量的实例和少量的 CPU 时间。除了在大脑中神经系统研究的

证据，也有理论依据表明：如果考虑多个隐藏层，更容易建立某些类的输入–输出映射 [21]。

ML 研究的梦想是将实例输入有许多隐藏层的 MLP，让 MLP 自动发展出内部表示（隐

藏层单元的激活模式）。训练算法应该确定连接低层的权重（更靠近感觉输入），使得中间层

次的表示对应于“概念”，这对最终复杂的分类任务是有用的。想想看，前几层可以从数据中

发展出有用的规律“金块”。

这个梦想实现起来有一定的实际障碍。当在包含许多隐藏层的 MLP 网络上应用反向传

播法时，第一层权重的偏导数往往是非常小的，因此数值估计会出问题。这很容易理解
①
：如

果改变第一层的权重，那么效果会向上传播许多层，而且它往往会与数百个其他单元的影响

混淆在一起。此外，饱和的单元（输出中的 S 型函数的平坦区域）会挤压变化，使得最终输

出中的效果非常不明显。前几层内部表示造成的净效应，和随机设置前几层，只留下最上面

的层做一些“有用的”工作的效果差不多。从另一个角度来看，当参数的数量大于实例的数目

（正如深度神经网络的情况），过度训练将变得更加危险，因为这种情况下，网络是很容易适

应训练实例的，无须提取相关规律，而这些规律却是泛化必不可少的。

在 20 世纪 90 年代，这些困难使得不少用户的注意力转向了“更简单”的模型，基于带

有附加约束的线性系统，如第 11 章考虑的支持向量机。

最近，深度神经网络（有许多隐藏层的 MLP）的复兴和更强大的训练技巧将深度学习带

到了台前，在一些充满挑战的领域分类表现出色，如语音识别、图像处理，以及药物应用中

的分子活性。不用任何特别设计的特征方法（根据专业领域知识和初步实验来手动调整新特

征），深度学习就可以取得令人满意的结果，以及技术层面的显著提升 [21]。

下面是深度学习的最新应用的主要方案：

①如果你对偏导数不熟悉，想想如果权重有少量的改变（∆w），那么输出会有什么改变（∆f）。偏导数是比值 ∆f/∆w

在 ∆w 趋近于零时的极限。
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(1) 使用许多未标记的实例进行无监督学习，以此准备初始状态下的深度网络（无监督预

训练）；

(2) 在以无监督的方式训练了初始网络后，仅使用已标记的实例和反向传播算法做最后的

调整。

对于未标记（未分类）的实例数目比已标记的实例数目大很多，并且分类过程开销较大

的情况，该方案是非常强大的。举例来说，通过抓取网页收集大量的未标记图像，现在是很简

单的任务了。然而，让人来描述图像内容并标记它们，开销则相对大得多。无监督系统负责提

取有用的构建块，比如边缘、斑点，以及不同类型的纹理的探测器。一般来说，构建块提取自

真实图像，而不是“坏的电视机屏幕”里的随机模式。

10.1.1 自动编码器

一个构建内部表示的有效的无监督方式就是自动编码器。我们建立一个带隐藏层的网络，

并要求输出简单地再现输入。这乍一听上去愚蠢而无意义，但插入一个隐藏层可以完成有趣

的工作，因此要求输入的原始信息被压缩成比原信息的变量更少的编码 c(x)（见图 10-1）。可

以肯定，这种压缩无法让所有可能输入都按原样重建。但是，这对我们的目标而言是积极的：

内部表示 c(x)将被迫发掘系统的特定输入模式中的规律性，以从原始输入中提取有用和显著

的信息。

图 10-1 自动编码器

例如，如果识别脸部图像，会有一些内部单元专门检测边缘，另一些单元也许会专门检

测眼睛，等等。

自动编码器可以通过反向传播及其变体进行培训。分类标签是没有必要的。如果初始输

入的标记是分类，这一阶段系统只是简单地忘记标签。此外，为了训练更有健壮性，即能够更

好地进行泛化，可以再添加大量未标记的实例。

自动编码器建立后，现在可以将隐藏层结构（权重和隐藏单元）移植到第二个网络进行

分类（见图 10-2），添加一个附加层（以较小的随机权重初始化），并将这个“弗兰肯斯坦式怪

物”网络作为训练分类器的最后阶段的起点。在这个最后阶段，只使用一组被标记的模式。
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图 10-2 使用以未标记数据训练的自动编码器来初始化一个 MLP 网络

在许多重要应用中，相比于通过随机初始化所有权重获得的网络，这样最终形成的网络

具有较好的泛化性能。请注意，相同的初始化正确的网络可用于不同但相关的监督训练任务。

网络以相同的方式初始化，但最终调整阶段使用不同的已标记实例。将解决一个问题得到的

知识应用于一个不同但相关的问题，称为迁移学习。例如，识别人脸的知识也可以用于识别

猴子。

细心的读者可能已经注意到，到现在为止只创建了一个隐藏层。但是，我们可以很轻松地

通过迭代链式地产生后续层，压缩第一个编码 c(x)，再自编码，得到第二个更为压缩的编码

和内部表示 c′(c(x))。同样，自编码的权重可以用来初始化网络的第二层，等等（见图 10-3）。

c(x)

c(x)

c'(c(x))

图 10-3 迭代训练自动编码器来构造更深的网络

除了用于预训练神经网络，层次很深的自动编码器还可以用于可视化和聚类。例如，路

透社新闻故事
①
表示为 2000 个最常见单词词根文档特定的概率向量，可以自动编码，使瓶颈

压缩层只含有两个单元。对应于故事的二维坐标可见于图 10-4 的二维平面。不同的聚类近似

地对应于不同的标题，这是在二维空间明确可见的，因此两个（或多个）坐标可以是聚类对象

很好的出发点。

① 路透社语料库卷 2 可以在 http://trec.nist.gov/data/reuters/reuters.html 找到。
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图 10-4 代码由一个 2000-500-250-125-2 自编码器根据路透社的新闻故事生成。图中用不同的

颜色对应于不同主题的聚类，这是清晰可见的（详见参考文献 [57]，另见彩插）

层的最佳数目和“金字塔”结构中的单元的最佳数目仍然是一个研究课题，但是可以用

务实的方法来得到合适的数目，通过使用某种形式的交叉验证来选择合适的元参数。详情见

参考文献 [21]。

10.1.2 随机噪声、屏蔽和课程

结合无监督的预训练与有监督的最终调整以获得越来越深的网络，现在你该为这一想法

感到兴奋，这样做能使最先进的性能需要的手工特征设计越来越少。现在讨论一些更先进的

可能性，目前这些尝试已从纯粹的研究转移到现实应用。

第一种可能性是注入可控制范围内的噪声到系统 [111]（去噪自动编码器）。初始想法很简

单：给每个模式 x 加入随机噪声（例如，如果模式是二进制的，以一个给定的小概率值翻转

每个二进制位），并在自编码网络里重构原始无噪声模式 x，给已污染的输入去噪。这项任务

变得更加困难，但鼓励系统努力从输入模式中提取更强大也更显著的规律。这个版本弥补了

与深度信念网络（DBN）之间的性能差距，并且在一些情况下还能超过它。深度信念网络是

另一种预训练网络的方式 [56, 57]。从生物学的角度来说，在潮湿的大脑物质中，的确有很多的

噪声。这些结果表明，噪声事实上能够对学习产生积极的影响！

还有一种方法，通过随机屏蔽[58]，学习的问题会更加困难，但泛化的性能会更好（通过

减少过度拟合）：在随机反向传播的训练中，展示了每个训练实例后，每个隐藏单元随机在网

络中忽略的概率是 0.5。这种方式避免了训练数据之间复杂的互相适应。各个单元不能依靠此

处其他的隐藏单元，并且最好成为识别有用信息的探测器，这与其他单元在做什么无关。

有趣的是，屏蔽和性在进化中所起的作用有某种奇妙的相似性。一种可行的解释是，性

打破了共适应基因的集合。使用一大组共适应基因实现一个功能，不如使用多个替代方式实

现同样的功能那样健壮，其中每个方式只使用少量的共适应基因。这能够使得进化避免走进
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死胡同，如果走进死胡同的话，适应度的改进需要协调大量共适应基因的变化。它也减少了

环境中小的变化导致适应性急剧下降 —— 类似于 ML 领域里的“过拟合”现象 —— 发生的

概率 [58]。

某种程度上，随机丢弃一些单元与在不同的时间使用不同的网络体系结构进行训练相关，

然后在测试期间计算结果的平均值。集成不同网络是减少过度训练并提高泛化的另一种方式，

会在后面的章节中加以说明。通过随机屏蔽，不同的网络被包含在一个相同的完整 MLP 网

络里（通过激活完整网络的选定部分得到）。

训练 MLP 时，改进最终结果的另一种可能性是利用课程学习[22]。正如人们学习的时候，

训练实例并不是一次性提供给神经网络，而是分步的，首先从最简单的实例开始，然后才是

比较复杂的。例如，学习音乐的时候，首先是了解单个音符，然后才是更为复杂的交响乐。通

过自编码来进行预训练，可以被当作课程学习的初步形式。类比于语言学习，首先学习者接

触大规模的某种语言的口语材料（例如，观看某种外语电视频道）。当耳朵经过训练，适应了

这门外语的发音特征之后，就为接下来更为正式的语句翻译训练做好了准备。

总之，一边睡觉一边听录音来学习语言的魔法系统也许不完全是骗局。

10.2 局部感受野和卷积网络

高等动物的大脑能快速学习处理图像并辨识其中的内容。婴儿在出生后的第一天就已经

能认出自己的母亲了。如果没有已经适用于处理二维图像的预布置的体系结构的帮助，这样

的辨识速度几乎是不可能达到的。局部性尤其起着重要作用：前面的神经元有邻近感受野，处

理投影到视网膜中的图像的邻近点，并且映射到视觉皮层中的邻近点。生物大脑中存在特定

的低等探测器，例如边缘探测器或运动探测器。

例如，当分析蛙类的“开–关”神经节细胞时，这种细胞对从亮到暗和从暗到亮的变化都

有反应，而感受野非常受限（大约在可捕猎距离内的一只苍蝇的大小），因此难免得到这样的

结论：开–关单元与刺激相匹配，并充当苍蝇探测器的职能 [3] (见图 10-5)。

当考虑人工神经网络时，基本可以确认，如果图像处理的一些知识预布置在神经网络中，

那么图像识别可以大大简化。只有受虐狂才会忘记图像的二维结构，只提供位置随机分布的

像素值的一维数组作为输入（如果不相信，对此页的像素做一个随机排列，然后试着读读）。

在模式识别的传统模型中，手动设计的特征从输入中提取相关信息，并消除不相干的变

量。于是，像 MLP 那样可训练的分类器可以将生成的特征向量分类。一个潜在的更有趣的

方案是去掉特征提取器，将原始输入给网络，再用反向传播将前几层变成相应的特征提取器。

这种蛮力的方法由于输入维数非常大而面临困难（导致权重很大，并可能过度训练），同时也

缺少有关输入的平移、旋转或局部扭曲的任何内置不变性。对于青蛙来说，一只苍蝇仍然是

一只苍蝇，即使经过旋转和平移。
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图 10-5 大蟾蜍，常见的蟾蜍，曾用于蟾蜍形体视觉研究。蛙类视网膜中的特征探测器是硬连线

的，并且能专门检测到可以捕捉的距离内的苍蝇

原则上讲，一个足够大的全连接网络可以学习产生输出，这些输出相对于这样的变化是

不变的。然而，学习这样的任务可能会导致多个单元中，权重相似的图案出现在输入的各个

位置。在卷积神经网络（convolutional neural network，CNN）中 [76]，一些平移不变性由自动

强制复制跨空间的权重配置获得。图像平面中具有本地连通性的核在图像的不同位置重复出

现（权重被共享）。由于局部相关性的原因，识别空间或时间对象之前，就能够提取它们的局

部特征并使其相结合，这也是一个比较广为人知的优势。卷积网络将隐藏单位的感受野限制

在局部，以此迫使其提取局部特征。

卷积就是对于函数的不同空间位置进行相同的局部过滤的数学算子。信号处理就是一个

典型的利用局部核来提取局部特征的例子，卷积是一种非常重要的算子，图 10-6 展示了两个

具有代表性的例子。左图是用高斯核卷积过滤噪声信号，其输出是原始信号的平滑形式。这

些步骤分别是模糊化（计算机视觉）、低通滤波或去噪（信号处理）、平滑化。在数学上，给定

一个信号函数 s(t) 和一个过滤器 f(t)，卷积算子可以写成：

s ∗ f(t) =
� +∞

−∞
s(x)f(t− x)dx (10.1)

换句话说，过滤核 f 使用加权积分“扫过”整个信号函数，如果高斯核拥有单位面积，卷积的

结果就是原信号的加权平均。图 10-6 的右图是一个更有趣的例子，它使用两个不同振幅的高

斯核的差分作为滤波器，通过将原始信号的两种使用不同光滑窗口的模糊化结果相减得到。

最终的核被称作高斯差分（DoG），能高亮那些隐藏的、突变的信号中的点。

对于神经网络，卷积公式 (10.1)可以很容易地拓展成二维离散形式。为了实现这个目标，

令 xij 为一个 m× n 图像中的像素，过滤核表示成一个 (2r + 1)× (2r + 1) 的元素为 wij 的矩

阵，通常它的半径r 是非常小的。卷积产生一个新的 m× n 图像，它的每个像素 yij 是
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yij =
2r∑

h=0

2r∑

k=0

whkxi+r+1−h,j+r+1−k (10.2)

上式假设索引从 0 开始。为了得到和原图像大小相等的结果，我们必须假设原图像在任何方

向都有一个大小为 r 的边界；否则，最终生成的图像在任何方向都比原图像要少 r 个像素。

图 10-6 卷积的两个例子：（左）高斯平滑；（右）高斯差分边界增强

观察式 (10.1)中的“t−x”：为了保留许多有用的数学性质，卷积运算符要求两个函数从

反方向扫过，如式 (10.2) 中所再现的。大多数软件包可以用这种方式配置，也可以让核和输

入从相同的方向扫过。在后一种情况下，网络以互相关模式进行操作，其结果是一个适当的

内积。两种模式之间的唯一实际差别是权重被存储的顺序，在两个表示之间的变换仅需要核

的 180◦ 旋转。换言之，卷积层求线性过滤器和相关感受野的内积。

卷积网络结合 3 种成分以确保一定程度上的移位和变形后的不变性：局部感受野、共享

权重（或权重复制），以及有时会需要的空间或时间子抽样（池化）。

如图 10-7 所示，通过在整个图像中应用相同的局部感受野，神经元可以提取基本视觉特

征，如有向边、端点、边角或语音谱图中的类似模式。然后这些特征由较高层的神经元结合起

来。

带有共享权重的神经元的输出，在图像中不同的点上重复，被称为特征映射。特征映射

是通过在输入的每个局部的卷积后接一个非线性激活函数而得到的。在图 10-7 的上半部分，

输入的图像被两个过滤器“扫过”，生成两个特征映射，这两个特征映射的神经元或多或少由

局部感受野中相应特征的存在而激活。在该示例中，一个过滤器专门用来辨识斜线，另一个

则学会了用高斯差分来加强边界。

通常情况下，每个卷积层后都附加池化层（见图 10-7 底部），池化层执行局部平均和子

抽样并降低特征映射的分辨率，因此降低了输出对于变化和扭曲的敏感度。其基本形式为池

化层将每个特征层分为非重叠的矩形，并应用一个简单的“总结”操作到每个矩形像素上。常

见操作如下：
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• 矩形中所有像素的最大值（max-pooling）；

• 矩形中像素值的平均值（average-pooling）；

• 所有像素值的平方和的平方根（即该矩形的弗罗贝尼乌斯范数）。

图 10-7 基本卷积网络：输入（图像像素）被针对一个输入权重的小型集合的卷积运算扫过，该

卷积运算充当局部特征提取器。将所得的特征映射通过一个池化操作进行子抽样，而较

小的神经元集合通过一个传统的完全连接输出层传递

更深层次的体系结构可以实现卷积层和池化层的级联，可通过其他方式提高输出的健壮

性来达到，例如 10.1.2 节中讨论的随机屏蔽技术。只要神经元数目足够小，完全连接的前馈

层就完成了网络。

卷积神经网络仍然是一个研究热点，并且是处理复杂图像和语音任务的先进技术，其范

围过于广泛，因此本书不可能面面俱到。分层和结构化的体系结构的一个示例见于图 10-8，基

于参考文献 [53]最近提出的随机创建神经元前几层的权重。参考文献 [78]的作者提出了一种

“分形”的嵌套网络的体系结构，建立带有更复杂的结构的微神经网络，抽象出感受野内的数

据（超越传统 CNN 中过滤系数和图像像素之间的线性标量积），然后在整个图像上复制该微

神经网络（micro neural network，MLP）。
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图 10-8 一个带有局部感受野的结构化的体系结构（卷积）和池化层（改编自参考文献 [53]）

梗 概

通过使用适当的学习模式，多层深度神经网络会变得更有效率（且优于支持向量机），

包括无监督的筹备阶段以及之后的最终调整阶段，在最终阶段需要利用稀缺的已标记实

例。

在改善泛化能力的方法中，在训练中使用可控制的噪声的方法是有效的（噪声自动编

码器和随机屏蔽）。如果你觉得大脑里有噪声和混乱，请放松，它们也许是有好处的。

卷积神经网络是从生物学得到灵感，并具有工程上的竞争力的想法的一个很好的例

子，而且它提倡构建嵌入专业领域知识的预布置的体系结构 。

神经网络就像一个冰川湖。你潜入水中，但你不知道下面会有多深。
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看上去是困难，事实上却是机会。

—— 詹巴蒂斯塔�维科

本书中各章节的次序在某种程度上是按照机器学习的历史发展排列的。
①
在 1980 年之

前，大部分的学习方法集中于基于规则符号的专家系统，或精粒度亚符号的线性判别技术，这

些技术都有着明确的理论属性。到了 20 世纪 80 年代，决策树和神经网络为非线性模型提供

了有效的学习方法，但却缺少坚实的理论基础，而基于梯度下降的最优化技术也略显朴素。

到了 20 世纪 90 年代，得益于 Vapnik 和 Chervonenkis 的开创性工作，研究者为非线性

函数建立了许多基于统计学习理论的有效学习算法。统计学习理论（SLT）解答了从数据中学

习的根本问题：什么情况下一个模型可以从样本中学习？一个模型在一组样本上测得的性能

是如何约束其泛化的性能的？

这些理论结果是持久不变的，尽管这些定理的有效性在大部分的现实问题中几乎不可能

得到验证。另一方面，这些研究人员计划复兴线性判别方法，他们为了加强模型的泛化能力，

往线性判别方法中加入额外的优化目标，并把这种方法称作支持向量机（SVM）。

SVM 听起来很专业，但其基本原理很容易掌握。考虑图 11-1（左图）中的两类点（分别

是灰色和白色），以及两条直线 A和 B，它们都可以线性划分这些点，并分别是划分带标签训

① Vapnik 教授的照片，来自 Yann LeCun 的网站“Vladimir Vapnik 与视频游戏亚文化的相遇”，http://yann.

lecun.com/ex/fun/index.html#allyourbayes。
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练数据这一常见机器学习方法的两种不同结果。当我们泛化划分结果时，就能发现这两种结

果的不同之处。使用这个已训练好的系统时，新的样本来自与训练样本相同的概率分布，即

两类点在图中的分布与训练样本类似，但是对于直线 B，样本点落入分类器错误一侧的概率

会远大于直线 A。直线 B 离一些训练样本点很近，因此几乎不能分离这些点。而直线 A 离

两类样本点的概率距离都是最远的，因此在它的附近有概率上最“安全的区域”，又称作间隔

（margin）。SVM 就是具有最大可能安全间隔的线性分类器，其中的支持向量就是那些处于安

全间隔两侧边缘的点（见图 11-1 右图）。其实，我们遇到过的最小二乘线性模型（见 4.3 节）

和 SVM 很相似。最小二乘法最小化均方误差，而 SVM 最小化最大距离，不过二者的目标是

一致的，都是为了得到类间健壮且安全的边界。

图 11-1 解释支持向量机的基础。线 A 的间隔比线 B 的要大。大的间隔会增加新实例落在分类

器正确一侧的概率。支持向量是触及最大可能间隔的那些点

为了得到最大间隔线性分类器，通常使用标准二次规划，它可以在一定规模下解决此类

优化问题。二次规划问题就是目标函数为二次函数、约束条件为线性的最优化问题。在多层感

知器中存在的局部极小值问题 ——由于局部极小值离全局最小值很远 ——在二次规划中不

会出现，因此可以放心使用 SVM。但众所周知，没有不带刺的玫瑰，如果训练样本不是线性

可分的，那么 SVM就会遇到很多问题。这种情况下，需要先对原始样本点做非线性的变换φ，

从而将其变成（近似）线性可分的。可以将 φ 看作一个合适的特征生成函数，它使得变换之

后的两类样本点 φ(x)是线性可分的。对于特定的问题，需人工生成特定的非线性变换，目前

还没有通用的变换。

难道为了找到合适的 φ，还要重新做特征提取和特征工程？某种意义上是这样的，在使用

φ 变换输入样本后，SVM 的特征就是要识别的样本和训练样本
①
之间所有的相似性值。SVM

关键的一步就是，通过一些交叉验证的方式，人工确定最利于学习和泛化的相似度度量函数，

其中就涉及核函数的选择。

① 实际上只有支持向量才提供非零的贡献。
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SVM可以看作解决了两个问题：一方面，它找到了一个衡量输入向量之间相关性的合适

方式，即核函数K(x,y)；另一方面，它构建了一个线性结构，该线性结构结合了训练样本的

输出和新的测试样本，训练样本的输出用相似度来衡量。正如预期的那样，越相似的输入样

本对输出的贡献越大，就像第 2 章中更原始的最近邻分类器一样，可以用类似下面的式子来

描述：
∑̀

i=1

yiλ
∗
i K(x,xi)

（` 是训练样本的数量，yi 是训练样本 xi 的输出，x 是待分类的新测试样本。）这个式子在下

面的理论描述中会再次出现。核在计算被函数 φ(x) 映射后数据点的点积（纯量积）时，实际

上不用计算这个映射函数，这种方法被称作“核方法”（见图 11-2）：

K(x,xi) = ϕ(x) ·ϕ(xi)

一个包含一系列点对内核值的对称半正定格拉姆矩阵融合了数据和核的信息。
①
为获得

的数据而估计一个合适的具有最大泛化结果的核矩阵，这是一个正在开展的研究课题。

图 11-2 支持向量机学习的初始信息是每对输入点之间的相似性值 K(xi, xj)，其中 K 被称为

核函数。这些值，在某些条件下，可以理解为初始输入通过一个非线性函数 φ(x) 的映

射后得到的标量积，但并不需要计算实际的映射，仅需要计算核的值（“核方法”）

现在，SVM 的整体框架已经明确，下面就来深入数学的细节，其中有些细节非常复杂难

解。幸运的是，使用 SVM 的时候，并不需要知道这些定理的证明，虽然了解主要的数学结果

会帮助你更好地选择参数和核等。

11.1 经验风险最小化

之前提到过，最小化一系列样本的误差并不是一个合理的统计学习算法的唯一目标，也

要考虑模型的结构。统计学习理论为基于观测的推导未知函数依赖关系提供了数学工具。

统计学中的范式转换始于 20世纪 60年代：在此之前，基于费希尔在 19世纪二三十年代

的研究，研究者为了从观测样本中推导出函数依赖关系，必须了解所需依赖关系的详细形式，

① 任何相似矩阵都可以被用作核，只需满足 Mercer 定理的条件。
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并且从实验数据中只能得到有限数量参数的值。而新的范式不需要详细了解依赖关系，并证

明了一些未知依赖关系的函数集合的某些通用属性足以估计数据的依赖关系。非参数技术就

是这些灵活模型的一种，研究者即使不了解输入–输出函数的详细形式也能使用该方法，例如

之前的多层感知器（MLP）模型。

简单总结一下统计学习理论主要方法的要点，对于促进使用支持向量机（SVM）作为一

个学习机制有巨大作用。令 P (x, y) 为抽样的未知概率分布，任务是学习映射 xi → yi，即得

到函数 f(x,w) 的参数值。函数 f(x,w) 称作假设，集合 {f(x,w) : w ∈ W} 称作假设空间，
记作 H，令 W 为抽象参数的集合。一个基于标记样本选择的参数 w ∈ W 就得到了一个“训
练机”。

一个用于分类的训练机的期望测试误差或期望风险是：

R(w) =
�
‖y − f(x,w)‖dP (x, y) (11.1)

而经验风险Remp(w) 则是训练集上的平均误差率：

Remp(w) =
1
`

∑̀

i=1

‖yi − f(xi,w)‖ (11.2)

一个基于经验风险最小化（ERM）原则的经典学习方法是：可以通过最小化经验风险 [式

(11.2)] 来逼近函数 f(x, ŵ)，随后最小化期望风险 [式 (11.1)]，从而逼近函数 f(x,w∗)。

经验风险最小化的基本依据是：如果 Remp 依概率收敛于 R（由大数定律保证），那么

Remp 的最小值可能收敛到 R 的最小值。如果这个依据不成立，那么经验风险最小化原则就

被称作不一致。

Vapnik和 Chervonenkis指出，上述一致性成立，当且仅当 Remp 依概率收敛到 R是一致

的，即随着训练集的增加，Remp(w) 逼近 R(w) 的概率对于整个参数集合 W 一致地趋近 1。

经验风险最小化的充要条件是假设空间 H的 Vapnik-Chervonenkis 维（VC-dimension，VC

维）是有限的。

一个假设空间的 VC 维，简单来说，就是能被函数集合 f(x,w) 分割成所有可能的两种

类别的最大样本数。VC 维 h 描述了假设空间的复杂度和表达能力，通常与模型 f(x,w) 的

自由参数的数量成正比。

Vapnik 和 Chervonenkis 规定了经验风险和期望风险之间偏离的界限，可以依概率 1− p

写成下式：

R(w) 6 Remp(w) +

√√√√√h

(
ln

2`

h
+ 1

)
− ln

p

4
`

∀w ∈ W

通过分析这个界限并忽视对数因子，为了得到较小的期望风险，我们要使经验风险和假

设空间的 VC 维与训练样本数的比例 h/` 变得很小。换句话说，要想在训练之后得到有效的
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泛化能力，就要使假设空间足够大，使得训练机经验风险较小，即能够正确训练样本，但假

设空间又不能太大，否则会导致训练机仅仅简单地记忆训练样本，而没有提取出问题的结构。

所以，为了得到更好的模型适应性，也需要更多的样本来实现类似的泛化水平。

尤其当样本数量有限制时，为了得到好的泛化效果，选择适当的 VC 维至关重要。

为了选择合适的 h值的，Vapnik在上述界限的基础上提出了结构风险最小化（structural

risk minimization, SRM）的方法。对于 SRM 的原理，学习模型从一个嵌套的假设空间开始：

H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hn ⊂ · · · (11.3)

并且集合 Hn 的 VC 维 h(n) 满足 h(n) 6 h(n + 1) 这样的性质。当下标数值 n 增加时，最小

经验风险降低，但是关于置信区间的值会增大。SRM 原则就是选择对真实风险具有最小界限

的假设子集 Hn。暂且忽略对数因子，必须解决下述问题：

min
Hn

(
Remp(w) +

√
h(n)

`

)
(11.4)

下述的 SVM 算法就是基于 SRM 原则，通过同时最小化 VC 维的界限和训练错误的样

本数来达到。

SVM的数学推导在线性分类问题中第一次被总结，之后也为建立其他模型提供一些直觉

上的基础。

11.1.1 线性可分问题

假设这些已标记的实例是线性可分的，这意味着存在一对 (w, b) 使得：

w · x + b > 1 ∀x ∈类1

w · x + b 6 −1 ∀x ∈类2

假设空间包含函数：

fw,b = sign(w · x + b)

由于参数 (w, b) 乘以一个常数不改变判定表面，下列约束可用来确定单一的一对：

min
i=1,...,`

|w · xi + b| = 1

假设空间的结构可以通过限制向量 w 的范数引入。Vapnik已经证明，若所有实例位于 n

维中半径为 R 的球面里且 ‖w‖ 6 A，则函数集 fw,b = sign(w · x + b) 的 VC 维度 h 满足

h 6 min{dR2A2e, n}+ 1

限制 w的范数提供假设空间的约束的几何解释如下（见图 11-3）：如果 ‖w‖ 6 A，那么从

超平面 (w, b) 到最近的数据点的距离大于 1/A，因为只考虑与在每个数据点周围半径为 1/A
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的球不相交的超平面。在线性可分的情况下，最小化 ‖w‖ 来确定最大边界（两个训练类的凸
包之间的沿着垂直于超平面测量的距离）的分离超平面。

图 11-3 假设空间约束。该分离超平面必须最大化边界。直观来说，没有太靠近边界的点，使得

输入数据中的一些噪声和将来由相同概率分布产生的数据不会破坏分类

这一问题可以形式化为：

最小化w,b
1
2
‖w‖2

使服从 yi(w · xi + b) > 1 i = 1, · · · , `

这个问题可以通过使用标准二次规划（QP）优化工具来解决。

引入一个向量 Λ = (λ1, · · · , λ`) 作为对应于约束的非负拉格朗日乘数，那么对偶二次规

划如下：

最大化Λ Λ · 1− 1
2
Λ ·D ·Λ

使服从

{
Λ · y = 0

Λ > 0

(11.5)

其中 y 是实例分类向量，D 是对称 `× ` 矩阵，其元素 Dij = yiyjxi · xj。

对应于 λi > 0 的向量 xi 为支持向量。换句话说，支持向量是式 (11.5) 中的约束为活跃

的那些向量。如果 w∗ 是 w 的最优值，那么对于任何支持向量 xi，b 的最优解的值可以计算

b∗ = yi −w∗ · xi，并且分类函数可以写成

f(x) = sign

(∑̀

i=1

yiλ
∗
i x · xi + b∗

)
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需要注意的是求和指数也可以限制在支持向量上，因为所有其他的向量的 λ∗i 系数为零。最终

分类是由加权的子分类 yi 的线性组合决定的，这些权重由输入模式与实例模式的标量积（当

前模式和实例 xi 之间的“相似性”的度量）和参数 λ∗i 确定。

11.1.2 不可分问题

如果假设集不变，但实例不是线性可分的，那么可以给引入正比于约束违反 ξi（收集在

向量 Ξ 里），然后对以下问题求解：

最大化w,b,Ξ
1
2
‖w‖2 + C

(∑̀

i=1

ξi

)k

使服从





yi(w · xi + b) > 1− ξi i = 1, · · · , `

ξi > 0 i = 1, · · · , `

‖w‖2 6 cr

(11.6)

其中参数 C 和 K 确定违反约束造成的成本，而 cr 限制系数向量的范数。事实上，最小化的

第一项与 VC 维度有关，而第二项与经验风险相关。（参见前文的 SRM 原理。）在本例中，k

设为 1。

11.1.3 非线性假设

上述技术可以扩展到非线性分类器，这需要将输入数据 x 映射成高维特征向量 ϕ(x) 并

在转化的空间再使用线性分类，转化后的空间称为特征空间。现在 SVM 分类器变为：

f(x) = sign

(∑̀

i=1

yiλ
∗
i ϕ(x) ·ϕ(xi) + b∗

)

引入核函数 K(x,y) ≡ ϕ(x) ·ϕ(y)，则 SVM 分类器变为：

f(x) = sign

(∑̀

i=1

yiλ
∗
i K(x,xi) + b∗

)

相对应的二次优化问题变为：

最大化Λ Λ · 1− 1
2
Λ ·D ·Λ

使服从

{
Λ · y = 0

0 6 Λ 6 C1

(11.7)

其中 D 是一个对称的 `× ` 矩阵，其元素 Dij = yiyjK(xi,xj)。

SVM方法的一个扩展是让两个类的失误有不同的权重，例如当两个类的样本容量不一样

的时候，或者当发生某个类的失误比发生另一个类的失误要严重的时候。这可以通过给两个

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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类的失误设置不同的惩罚 (C+ 和 C−) 来完成。现在需要最小化的函数变为：

1
2
‖w‖2 + C+


 ∑̀

i:yi=+1

ξi




k

+ C−


 ∑̀

i:yi=−1

ξi




k

如果小心选择特征函数 ϕ(x)，人们无须实际计算所有特征就可以计算标量积，因此大大

降低了计算复杂度。

避免这种显式映射的方法也被称为核方法。这种方法使用只需向量在原输入空间的点积

的学习算法，并通过核函数的手段，选择使得这些高维点积可在原空间内进行计算的映射。

例如，在一维空间中的一个合理选择可以是带有适当系数 an 的变量 x 的单项式：

ϕ(x) = (a01, a1x, a2x
2, · · · , adx

d)

这样 ϕ(x) · ϕ(y) = (1 + xy)d。在更高的维度里，可以看出，如果特征是阶 6 d 的单项式，那

么我们总是可以确定系数 an 使得：

K(x,y) = (1 + x · y)d

内核函数 K(·, ·) 是规范内积在特征空间中的卷积。SVM 通常使用的内核有以下几种。

(1) 点积：K(x,y) = x · y；这种情况下没有映射，并且仅计算最佳的分离超平面。
(2) 多项式函数：K(x,y) = (x · y + 1)d，其中阶 d 是给定的。

(3) 径向基函数（RBF），像高斯函数：带有参数 γ 的 K(x,y) = e−γ‖x−y‖2。

(4) S 型（或神经）内核：带有参数 a 和 b 的 K(x,y) = tanh(ax · y + b)。

(5) ANOVA 核：带有参数 γ 和 d 的 K(x,y) =
(∑n

i=1 e−γ(xi−yi)
)d
。

当 ` 数值增加时，该二次优化问题需要一个 `× ` 矩阵，因此随着训练集大小的增长，这

种方法就会迅速变得不切实际。参考文献 [83] 介绍了一种分解方法，这个优化问题被分成一

个活动集合和一个非活动集合。参考文献 [69] 的工作介绍了有效的方法来选择工作集以及减

少问题的复杂度，它是利用这一事实：相对于训练数据点总数，支持向量数是很小的。

11.1.4 用于回归的支持向量

支持向量方法也可以用于回归，也就是说，从一组训练数据 {(xi, yi)} 来估计函数 f(x)。

就像分类那样，先从线性函数的情况开始，然后考虑预处理输入数据 xi，将其映射到合适的

特征空间，使得到的模型是非线性的。

为了使术语统一，线性情况可以概括为函数 f(x) = w ·x+ b。要解决的凸优化问题变为：

最小化w
1
2
‖w‖2

使服从

{
yi − (w · xi + b) 6 ε

(w · xi + b)− yi 6 ε
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假定存在一个函数，以精度 ε 逼近所有数据对。

如果问题是不可解的，可以引入具有松弛变量 ξi, ξ
∗
i（保存在向量 Ξ 里）的软边界，来应

对不可行的约束，得到下列优化问题：

最小化w,b,Ξ
1
2
‖w‖2 + C

(∑̀

i=1

ξ∗i +
∑̀

i=1

ξi

)

使服从





yi −w · xi − b 6 ε− ξ∗i i = 1, · · · , `

w · xi + b− yi 6 ε− ξi i = 1, · · · , `

ξ∗i > 0 i = 1, · · · , `

ξi > 0 i = 1, · · · , `

‖w‖2 6 cr

(11.8)

类似于分类的情况，C 决定函数的平直度和偏差大于 ε 的容许度之间的权衡。关于支持向量

用于回归的详细信息，可以在参考文献 [100] 中找到。

梗 概

统计学习理论（SLT）声明了能成功从实例中进行学习的条件；也就是说，对于相同

底层概率分布产生的新实例，训练数据的积极成果能转换成有效的泛化。分布的稳定性是

至关重要的：好的老师绝不会用一些例子来教育学生，却又用完全不同的另一些例子来考

试。换句话说，实例必须代表问题。可学习性的条件意味着假设空间（我们用于学习的“可

调参数的灵活机器”）必须足够强大，使其在训练实例上有不错的表现（经验风险小），但

又不能过于强大，以至于只记住了实例，却没有提取问题的深层结构。这一灵活性是由 VC

维度量化的。

SLT 展示了从数据中学习的天堂是存在的，但是对于大多数实际的问题，它并不显示

进入天堂大门的实际步骤，通过直觉和交叉验证选择适当的核和参数才是成功的关键。

深度学习和 MLP 的最新成果带来了新的希望，“特征工程”和内核选择步骤可以完全

自动化。这一领域的研究尚未形成定论，仍有新技术的突破空间，以及创造力引领下的特

立独行、野蛮生长的精神。
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科学或许就是系统简化的艺术。

—— 卡尔�波普尔

支持向量机最初是基于这样的设想：将数据映射到高维空间，并在该空间中构造一个最

优的分割超平面，即最大化“安全”间隔。就像 11.1.1 节一样，为了使数据点安全地正确地落

在超平面的两侧，有如下不等式：

yi(w · xi + b) > 1 i = 1, · · · , `

再通过添加违反约束 ξi 修正为：

yi(w · xi + b) > 1− ξi i = 1, · · · , `

最大化间隔就是最小化 ‖w‖。对偶凸二次规划（QP）可以得到最优值，就像 MLP 和其他技

术一样，不会收敛到一个局部极小值。

当研究者都追随着 SVM/凸二次规划的热潮时，有两个问题却未引起关注。第一个问题

是如何选择适当的核。具有良好泛化能力的线性可分器需要恰当地度量训练样本及测试样本

的相似性：

K(x,xi) = ϕ(x) ·ϕ(xi)

举个简单的例子，温和的老师会解决一个问题最主要的部分，然后将不重要的部分（使用二

次规划找出最优超平面）留给学生。深度学习（10.1 节）就采用这种方式，它直接从数据中自

动构建了许多中间的特征，以供后续的机器学习算法进一步学习。
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第二个问题是计算效率。二次规划是可解的，但是在求解许多大规模问题时，CPU 所花

费的时间会迅速增长。采用二次规划是因为存在不等式的约束，所以尝试舍弃不等式约束而

得到更简单的等式约束是值得的。使用等式约束并对误差进行平方形式的罚分，将能得到类

似之前良好的线性等式，可以更快地解决问题，也便于理解。本章将介绍最小二乘支持向量

机领域的最新发展。我们将会看到，使用一些其他的方法，将使得二次罚分不会导致参数的

稀疏性。除此之外，当样本存在离群值时，二次罚分会变得很脆弱，因为离群值巨大的偏差

将会被平方。离群值可能是测量误差导致的，研究者通常会避免一些损坏模型性能的离群值，

一个可行方法就是采用健壮的版本，即限制偏离误差罚分的大小，以防止其过大。

章首图中的弹簧可看作数据点和拟合模型之间弹簧形连接的物理解释，这种连接都具有

二次势能。

12.1 最小二乘支持向量机分类器

继参考文献 [93] 在支持向量机中为函数估计引入岭回归后，Suykens 和 Vandewalle[106]

提出了基于核方法的最小二乘支持向量机分类器。

SVM 分类器的最小二乘变体可以通过改写 SVM 中的最小化问题得到：

最小化w,b,e J2(w, e) =
1
2
wTw +

γ

2

∑̀

i=1

e2
c,i

使服从 yi

[
wTϕ(xi) + b

]
= 1− ec,i, i = 1, · · · , `

可以通过调整超参数 γ，确定正则化项和二次误差之和的适当比例。上述的最小二乘

SVM（LS-SVM）分类器隐式地对应着一个二值目标 yi = ±1 的回归模型。

使用 y2
i = 1，我们有：

∑̀

i=1

e2
c,i =

∑̀

i=1

(yiec,i)
2 =

∑̀

i=1

[
yi − (wTϕ(xi) + b)

]2
=

∑̀

i=1

e2
i

这里 ei = yi − (wTϕ(xi) + b)，这个误差对于最小二乘数据拟合也是有意义的，所以最小二

乘 SVM和其对应的回归模型拥有相同的最终结果。注意误损函数 J2 是由拟合误差的均方和

（SSE）和一个对过大参数罚分的正则化项组成，这是一种训练多层感知机的标准方法，也和

4.7 节的岭回归有关。

可以通过构造如下拉格朗日函数来求解 LS-SVM 的回归量：

L2(w, b, e,α)=J2(w, e)−
∑̀

i=1

αi

{[
wTϕ(xi) + b

]
+ ei − yi

}

=
1
2
wTw +

γ

2

∑̀

i=1

e2
i −

∑̀

i=1

αi

{[
wTϕ(xi) + b

]
+ ei − yi

}
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这里的 α = (α1, · · · , α`)T ∈ R` 是拉格朗日乘子，也被称作支持值。

通常，为了避免直接求解二次规划问题，使用拉格朗日乘子法，由目标函数极小值处的

梯度等于 0，将会得到一个线性方程组（二次形式函数的导数是线性的）：

(
0 1T

`

1` Ω + γ−1I`

)(
b

α

)
=

(
0

y

)
(12.1)

其中 y = (y1, · · · , y`)T，1` = (1, · · · , 1)T，I` 是 ` × ` 的单位矩阵，Ω ∈ R`×` 是由 Ωij =

ϕ(xi)Tϕ(xj) = K(xi,xj) 定义的核矩阵。

使用“核方法”，不必明确求出映射 ϕ，只需求出内积即可。这种方法十分有用，因为权

重向量 w 可以是无限维，在一些情况下我们几乎不可能求出它的映射。

通过求解线性方程组 (12.1) 而不是求解二次规划，我们就能得到一个分类器，作为函数

预测，LS-SVM 的结果为

y(x) =
∑̀

k=1

αkK(x,xk) + b

例如，径向基核（RBF）由宽度参数 σ 定义：

K(x1,x2) = e−
‖x1−x2‖2

σ2

这种情况下，支持值 αk = γek 与数据点的误差是成比例的，而在标准 SVM 中，这些支持值

大部分为 0。

一个学习双螺旋基准问题的 SVM 如图 12-1 所示。

图 12-1 SVM 学习双螺旋的分类问题，两个类分别用圆圈和三角形表示。这幅图展示了 SVM

卓越的泛化性能
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12.2 健壮加权最小二乘支持向量机

参考文献 [105] 中讨论了 LS-SVM 的健壮性和稀疏逼近问题。LS-SVM 得到的线性系统

[式 (12.1)] 可以通过直接求解或类似于共轭梯度法的逐步迭代（21.3.2 节）有效地解决。但

是，LS-SVM的求解有一些潜在的缺点。第一点不足就是缺少稀疏性，所有的数据点都影响着

整个模型，数据点的相对重要性通过其支持向量给出。第二点不足广为人知，是使用的均方

和损失函数没有正则化，这将会导致当数据中存在离群值，或者当误差变量服从高斯分布这

一假设不成立时，估计函数缺少一定的健壮性。

离群值的问题是较大误差的平方导致误差过大，可以通过加权的最小二乘法，即对那些

非常大的误差进行加权来解决，这将会使估计更稳健。

这种方法首先应用非加权的 LS-SVM 计算结果，然后根据第一步误差变量的结果对 LS-

SVM的误差变量加权，最终需要在非加权的 LS-SVM上解决一系列的加权 LS-SVM问题。这

种做法是为了根据训练数据调整所用的基本损失函数，而不是直接使用事先定义好的损失函

数。

为了在之前 LS-SVM 的结果上得到一个稳健估计，在接下来的步骤中，对误差变量 ek =

αk/γ 加以权重因子 vk，将得到以下优化问题：

min
w∗,b∗,e∗

1
2
w∗T w∗ +

1
2
γ

∑̀

k=1

vke∗k
2

加权 LS-SVM 问题的未知变量用 * 符号标出。

权重 vk 的选择主要基于（非加权）LS-SVM 中的误差变量 ek = αk/γ。首先得到 ŝ，然后

就可以得到 LS-SVM 中误差变量 ek 标准求导的一个稳健估计：

ŝ =
IQR

2 · 0.6745
(12.2)

四分位差（IQR）为较大的四分位数与较小的四分位数之差，显然，类似于离群值的极端数据

不在该估计范围内，所以这种方法是健壮的。具体来说，稳健估计 [91] 可以通过计算下式得

到：

vk =





1 |ek/ŝ| < c1

c2 − |ek/ŝ|
c2 − c1

c1 6 |ek/ŝ| 6 c2

10−4 其他情况

(12.3)

常数 c1 和 c2 通常取 c1 = 2.5 和 c2 = 3，这是考虑到高斯分布中，残差的值很少有超过 2.5ŝ

的，所以那些在高斯分布中过大的误差变量将会被赋予越来越小的权重。

如果需要，上述过程可以迭代重复进行，不过在实际应用中，一次额外的加权 LS-SVM

就足够了。最后的算法请参考图 12-2。
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1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

LS SVM 算法 (` 个训练数据点)


使用式 (12.1) 中的线性方程组, 通过 K 折交叉验证找到最优 (r, σ)

ek ← αk/γ

使用式 (12.2) 计算 ek 分布的 ŝ 值

通过计算式 (12.3) 确定基于 ek 和 ŝ 的权重 vk

给定以下模型, 根据式 (12.1) 求解 α∗ 和 b∗

y(x) =
∑̀

k=1

α∗kK(x, xk) + b∗

图 12-2 加权 LS-SVM 算法

估计量的崩溃点是稳健估计的一个重要概念。崩溃点表示使估计量崩溃的最小比例，即

当给定数据集中最少有百分之多少的数据被（离群值）污染时，能使最终得到的估计量与原

始数据得到的估计量相差任意远。在线性回归中，标准不加正则项的最小二乘估计崩溃点很

低，使用加权 LS-SVM 可以大幅提高崩溃点的值。

12.3 通过修剪恢复稀疏

标准 SVM具有稀疏性，因为许多 αk 的值为 0，而由于在最优情况下 αk = γek，LS-SVM

则没有这样的性质。支持值揭示了数据点对模型贡献的相对重要性。

就像多层感知器可以根据黑塞矩阵进行剪枝 [例如最佳大脑破坏法（optimal brain dam-

age）[77] 和最佳大脑手术（optimal brain surgeon）[54]]，参考文献 [105] 提出了根据解向量自

身对 LS-SVM 进行剪枝。通过对排序好的支持值谱系逐步剪枝，即将较小的 αi 归零，就能

将稀疏性强加至加权 LS-SVM 上：通过这种方法，不重要的数据点（根据其支持值）将被舍

去，LS-SVM 在剩下的数据点上重新计算，但需要在整个训练数据集中验证。

通过舍去相对少量的最无意义的数据点（设其 αk 值为 0），并重新计算 LS-SVM，就能

得到一个稀疏的最优结果。为了保证良好的泛化能力，在每一步剪枝时都可以最优化 (γ, σ)，

比如通过定义一个独立的验证集或 10 折交叉验证。图 12-3 描述最终的算法流程。

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

LS SVM pruning 算法 (` 个训练数据点)


`′ ← `

性能下降前一直重复


对`′训练数据应用 LS SVM 算法

根据下降梯度 |α∗k| 分类训练数据
在分类的 |α∗k| 范围内移除最后 M 个数据点

`′ ← `′ −M

图 12-3 加权 LS-SVM 剪枝算法

通常，在对 LS-SVM 进行剪枝时，可以不改变 (γ, σ) 的值，等到模型的泛化能力开始退

化时（例如通过验证集或交叉验证的平均值来检查 [109]），再去更新 (γ, σ) 的值。相比于其
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他方法需要解决一个包含很多超参数选择的二次规划问题，这种方法的一个潜在的优势就是

(γ, σ) 的计算可以在局部进行。

12.4 算法改进：调谐 QP、原始版本、无补偿

对于 SVM的改进主要涉及两个方面，一个是适应于 SVM的二次规划的详细实现，另一

个是对问题定义的细微修改，这些改进对于 SVM的 CPU运行时间和最终性能都有潜在的巨

大影响 [70]。

式 (11.7) 中的二次形式包含一个矩阵，它的元素个数是训练样本数的平方（矩阵元素包

含了每两个样本间所有可能的核“相似度”）。参考文献 [27] 首先提出将大型 SVM 学习问题

分割成一系列较小的优化任务的方法，即分块法（chunking algorithm）。这种方法首先从训练

集中随机取出一个子集，在该数据集上解决 SVM 问题，然后不断迭代添加那些不满足最优

条件的样本。

参考文献 [87] 中的工作展示了相比于使用现成的二次规划软件，使用专门设计的二次规

划求解算法的效率能提升多少（以及，研究求解的数学细节，效率又能提升多少）。序列最小优

化算法（Sequential Minimal Optimization，SMO）将求解的大规模二次规划问题分割成一系列

较小的二次规划问题。这些较小二次规划问题可以直接解析求解，从而避免了二次优化耗时

的数值计算，也就是内循环。SMO对内存的需求随着训练数据集的大小线性增长，所以 SMO

可以处理非常大的训练集。由于避免了大规模矩阵的计算，SMO的规模随着训练数据的增长

速度而介于线性和二次方之间，而标准的投影共轭梯度（projected conjugate gradient，PCG）

分块法的规模随着训练数据的增长速度而介于线性和三次方之间。SMO 的时间复杂度主要

是由所求的 SVM 决定的，因此 SMO 计算线性 SVM 和稀疏的数据集的速度十分快。

参考文献 [70] 提出了一种针对大规模问题的 SVM 训练过程的优化算法（SVMlight）。该

算法基于一种分解策略，通过一种快速高效的方式解决了 SVM中工作集中参数的选择问题。

具体来说，该算法引入了一种在优化阶段缩小问题规模的方法：在 SVM优化阶段，可以很早

确定某些样本不太可能成为支持向量（support vector，SV），因此可以通过排除这些样本来缩

小问题规模。当一个 SVM 的数据集中支持向量占整个样本集的比例很小时，这种算法特别

有效。同时，SVMlight 的内存需求随着训练数据和支持向量的数量线性增长。

参考文献 [37] 提出了原始空间中解决 SVM 的方法。大部分关于 SVM 的文献都关注其

对偶优化问题。参考文献 [37] 的作者认为 SVM 的原始问题也可以得到有效解决，并且研究

者没有理由忽视这个可行的方法。另一方面，从原始空间的视角来看，可以研究一些新的大

规模 SVM 的训练算法家族。通常，使用对偶问题来解决 SVM 的主要原因是：

(1) 对偶理论可以很方便地处理约束条件；

(2) SVM 的对偶优化问题可以写成点积的形式，因此可以使用核函数方法。

SVM 原问题的牛顿优化法有着和对偶优化法相同的计算复杂度，但涉及近似解时，原优化方
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法更胜一筹，因为它更关注于我们想要最小化的函数：原始目标函数。原优化方法在大规模

最优化问题上或许更具优势。显然，当训练数据的数量很多时，支持向量的数量也会很多，想

要得到问题确切的解将变得很困难，所以一般需采取近似的方法，但是在对偶空间中使用近

似的方法显然是不明智的，因为对偶空间得到的近似值并不能保证其在原空间中也是一个好

的近似。

另一方面，参考文献 [102] 对不带偏移量的支持向量机分类器构建并分析了一种训练算

法。过去，SVM 是基于特征空间中线性判别面的几何形式设计的，如图 11-3 所示，这种形式

自然使用偏移量 b，即判别面相距原点的偏移，但是这种几何形式有着严重的弊端。尽管这种

形式具有很好的可视性，但我们绝对不能简单地根据其在低维空间的示例去选择算法。

结果表明，解决带偏移量的 SVM 最优化问题比不带偏移量有着更多的约束。偏移量导

致对偶优化问题中多了一个等式约束，该等式使得 SVM 的一些常用解法，如 SMO，必须在

每次迭代中更新至少两个对偶变量的值 [87]。

参考文献 [102]的作者针对不带偏移量的 SVM构建了一些算法。这些算法不仅比那些带

偏移量的 SVM 更准确，还运行得更快。

梗 概

最小二乘支持向量机采用等式而非不等式进行分类（通常将正例映射到 +1，负例映射

到 −1），这样，对于误差的二次罚分经过偏导并令梯度为 0 后，将得到一个线性方程组。

非常大的偏差会导致二次罚分快速增长，因此很少的离群值就能导致模型失灵。使用

稳健统计的方法，将离群值对收益函数的影响降到最低，可以消除其对模型过度干扰，即

通过给那些非常大的误差赋予很小的权重，得到健壮加权最小二乘 SVM。

二次表达式中稀疏性的缺失可以通过剪枝的方法恢复，那些几乎无意义的数据点将被

移除，LS-SVM 在剩余的数据集上重新计算。

传统的最小二乘法最小化残差的均方和，仍然能给予一些新型方法（比如 SVM）强

有力的支持，所以当与新型方法比较的时候，绝对不要低估优秀的传统方法和线性代数方

法。



第13章 机器学习中的民主

每个共和国都有两个相互冲突的阶层：平民和贵族。正是

在这样的冲突中，诞生了捍卫自由的法律。

—— 马基雅弗利

你已经发现，用于解决监督学习中的问题的有效技术有许多，每项技术的区别在于模型

选择和元参数的不同：当考虑到这样的灵活性时，人们很容易就能想到许多可用于完成给定

任务的模型。

当面对这样丰富的选项时，人们可以只选择最好的模型（以及最佳的元参数）并扔掉其

他一切，或者永远不嫌好东西多并尝试所有的可能性——至少是最好的那些。你已经耗费精

力和 CPU 时间来选择最佳模型和元参数，并顺带着生成许多模型。是否有合理的方法来回

收它们，使得之前的努力不会白费？放轻松，本章不再引入全新的模型，而会用灵活、创新和

有效的方法来处理许多不同的模型。在某些情况下，这样做的优点是很明确的，使用多种模

型与否，可以决定 ML 竞赛的输赢。

本书的中心思想是，许多 ML 原理可以类比于人类的某种学习形式。询问专家团体是一

个人做出重要决定的方式，如果参与者有不同的专长和与专业水平相当的敬业精神，那么这

个团体就能工作得很好。背景、文化、性别上的差异被认为是创新型商业成功的重要因素。民

主本身可以被认为是一种凝聚公民知识以做出可执行决策的务实方式（好吧，也许并不总是

最优的，但总比一个人说了算好）。
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在 6.2节中我们已经遇到了一个有创意的用法，将很多分类树当作分类森林。本章会总结

更多有效利用不同 ML 模型的主要技术，重点讨论架构原则，也会涉及一些基本的数学原理。

13.1 堆叠和融合

如果你参加了一个机器学习竞赛（或者如果你想赢得一个合同，或者需要为某个迫切的

业务寻求一个解决方案），没准你会尝试不同的方法，并拿出一大堆模型。就像好的咖啡，融

合起来可能会更加美味。

有两种简单的方式来组合各种模型的输出：通过投票和通过平均。假设我们的任务是将

模式分为两类。在投票中，每个训练得到的模型为某一类投票，收集选票后，最终的输出是拥

有更多选票的那一个，就像少数服从多数的基本民主程序一样。如果每个模型正确分类的概

率大于 1/2，并且不同模型的误差是不相关的，那么，随着模型数量的增长，M 个模型中大

多数出错的概率将为零。然而，在实际情况中，误差之间往往是相关的。如果一个模式难以识

别，那么对于许多模型来说也将如此，其中多个模型出错的概率会高于它们单独错误概率的

乘积，优势就不会那么显著。想一想信封上的邮政编码，如果数字上有污渍，就会令许多模型

难以识别，从而将误差关联起来。

若任务是预测概率（给定输入模式所对应类别的后验概率），则另一种选择是求各个概率

的平均值。顺便说一句，对实验测量值求平均是方差缩减的标准方法。在一定的条件下，统计

学中的“大数定律”解释了为什么大量尝试的结果的平均值往往接近于期望值，并且解释了

为什么尝试次数越多就越接近。

虽然看上去很简单，投票和平均有个共同的缺点：它们一视同仁地对待所有模型，因此

最优模型的性能会埋没在一团平庸的模型之中。一个决策越复杂，就越需要针对不同专家进

行加权，并且加权应该依赖于特定的输入。

你其实已经有了一把解决专家加权问题的利器：机器学习本身！只需在其上添加一个线

性模型，由 0 级模型（专家）连接不同的输出，并让 ML 确定最佳的权重（见图 13-1）。这是

堆叠泛化（stacked generalization）[117] 的基本思路。请注意，为了避免过度训练，用于训练堆

叠模型（确定顶部附加层的权重）的训练实例必须从未在之前任何模型的训练中使用过。训

练实例就像鱼肉：如果放了太久，那么就会变臭！

堆叠泛化有如下的结果 [108]。

• 如果可行，使用类别的概率作为原来的 0级模型输出（而不是类别的预测）。概率的估

计会提供一些置信度的信息，而不仅仅是预测。保持它们的原样，会以更高的水平给

出更多的信息。

• 通过向优化任务添加约束来确保组合权重非负。它们对堆叠回归准确率的提高而言是
必需的，对于分类任务而言则不是必需的，但在这两种情况下，它们都提高了 1 级模

型的可解释性（零权重是指不使用相应的 0 级模型，权重越高，模型就越重要）。
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图 13-1 通过在模型之上增加附加模型来融合不同模型（堆叠）

如果你的胃口还没有满足，可以用多层次组合来进行实验，或者使用更多结构化组合。例

如，你可以在 MLP 和决策森林之上进行堆叠，或者通过添加另一层次（见图 13-2）结合已经

完成的一组堆叠模型。管理的模型越多，对上面提到的“发臭的实例”规则就必须更加小心。

高层次的模型并不需要是线性的：这会损失一些可解释性，但非线性模型可能会使最终的结

果更好。

图 13-2 堆叠可应用于不同的模型，其中包括先前已经堆叠的

特征加权线性堆叠是一个有趣的选择 [98]。作为一个具体的例子，它展示了现实世界的

应用如何产生优雅的解决方案。某些情况下，我们会有一些附加信息，即原始输入特征之外

的“元特征”。例如，如果目标是预测客户偏好并为其提供各种产品（在协同过滤和建议的场

景中），模型的可靠性可以根据附加信息而变化。举例而言，对于评价了许多产品的用户，某

模型 A 可能更可靠（在这种情况下，该用户评价过的产品数量是“元特征”）。为了保持线性

回归，同时又允许权重依赖于元特征（对于评价了更多产品的客户，模型 A 可以有更大的权

重），可以要求权重与元特征的关系是线性的。如果 gi(x)是对于 0级模型 i的输出，fj(x)是

第 j 个元特性，那么权重为：

wi(x) =
∑

j

vijfj(x)
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其中 vij 是由堆叠模型学习的参数。1 级输出是：

b(x) =
∑

i,j

vijfj(x)gi(x)

这就产生了以下特征加权线性堆叠的问题：

min
(vij)

∑
x

∑

i,j

(vijfj(x)gi(x)− y(x))2

由于该模型仍然与 v 呈线性关系，我们可以使用标准的线性回归分析来确定最佳的 v。像往

常一样，永远不要低估线性回归的能力，前提是能以适当的方式来创造性地运用它。

13.2 实例操作带来的多样性：装袋法和提升法

为了成功地建立一个民主的 ML 系统，人们需要一套准确且多样化的分类器或回归器，

也称为集成（ensemble），像一群在一起表演的音乐家。在文献中，集成方法是这些技术的传

统术语，其近义词是多分类器系统（multi-classifiers system）。

多种技术可以根据其创建多样性的主要方式组织起来 [43]。

用训练样本的不同子集来进行训练是一种可行的方式。在装袋法[bagging，即“自助汇合”

（bootstrap aggregation）] 中，不同的子集由带放回的随机抽样产生（同一个实例可以被多次

抽取）。每个自助副本包含原始实例约三分之二（实际上 ≈ 63.2%）。不同模型的结果通过求

平均，或者根据多数决定原则汇合起来。如果数据有微小变化，不稳定的学习算法常常会使

结果变化很大，装袋法在提高稳定性方面表现良好。如 6.2节所述，装袋法可以从一组分类树

中产生分类森林。

交叉验证团体（cross-validation committee）将训练数据划分的不相交子集用来准备不同

的训练集。这种情况下使用交叉验证推定模型性能，各种模型的产生是副产品（并且不需要

耗费额外的 CPU）。

操纵训练集的更动态的方式是通过提升法（boosting）。这一术语是基于这样一个事实，即

弱分类器（尽管性能必须比随机分类器略好）的性能可以被“提升”，从而得到一个精确的团

体 [45]。就像装袋法和自助法一样，提升法也创建多个模型，但每次迭代产生的模型是建立在

自适应的方式上的，能直接改进之前创建的模型的组合。算法AdaBoost维护一组训练实例的

权重。每次迭代后，权重会更新，当前模型分类错误的实例会有更高的权重（见图 13-3）。就

像一位专业的教师，他在课程中会更愿意使用那些还未被学生完全理解的例子。

最终的分类器 hf (x) 由各个分类器加权投票来决定。每个分类器的权重反映了它在这些

加权训练集上训练的准确率：

hf (x) =
∑

l

wlhl(x)
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图 13-3 在提升法中，当训练新的模型添加到团体中时，当前迭代中分类错误的实例会被赋予更

大的权重

由于我们笃信优化的强大力量，理解提升法的最好方法就是通过它所优化的函数。通过

改变优化的函数或者通过改变优化的细节，可以得到（和理解）不同的变形。为了定义误差

函数，假设每个训练实例的输出 yi 只能是 +1 或 −1。值 mi = yih(xi) 称为分类器 h 在训练

数据集上的间隔，分类准确时为正，否则为负。正如 13.6 节中将要看到的那样，适应提升法

AdaBoost 可以被看作最小化下面的误差函数的阶段性算法：

∑

i

exp

(
−yi

∑

l

wlhl(xi)

)
(13.1)

该目标函数是加权分类器的间隔的负指数。这其实等价于最大化训练数据集上的间隔。

13.3 特征操作带来的多样性

特征的不同子集可以用来训练不同的模型（见图 13-4）。某些情况下，根据不同的性质来

组合特征可能是有用的。在参考文献 [38] 中，这一方法用来识别金星上的火山，并表现出了

媲美人类专家的性能。由于不同的模型都需要足够精确，使用特征子集只有在特征高度冗余

的情况下才会有效。

图 13-4 使用特征的不同子集来创建不同的模型。该方法不局限于线性模型
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13.4 输出值操作带来的多样性：纠错码

纠错码（ECC）的设计是为了在有噪线路传输时，即使有一定数量的错误，也能保证健壮

性（见图 13-5）。例如，如果“一”的码字是“111”，“零”的码字是“000”，那么一个二进制位

的错误如“101”是可以接受的（该码字将被映射到正确的“111”）。参考文献 [44] 中提出的

纠错输出码可以用来设计分类器团体。

图 13-5 纠错码里设计了冗余编码来抵抗一定数量的错误二进制位（bit）

用 ECC来设计专家团体，是将每个输出分类 j 用一个 L位的码字 Cj 来编码。团体中训

练得到的第 l 个分类器用于预测码字的第 l 位。经由团体中 L 个分类器生成所有的位之后，

输出与其最相近码字对应的类别（用汉明距离，即不同位的数量）。由于码字是冗余的，个别

分类器造成的一定量的误差可以被整个团体纠正。

当然，不同集成方法也可以结合使用。例如，纠错输出码可以和提升法相结合，当然也可

以与特征选择相结合，某些情况下这些结合有非常好的结果。

13.5 训练阶段随机性带来的多样性

许多训练算法本身就带有随机性。这种随机性是得到多样化模型的一个很自然的方法（通

过改变随机数生成器的种子）。例如，MLP从随机初始权重开始。树算法中，在确定内部节点

要测试的特征时，可以用随机的方式，就像得到决策森林那样。

最后，大多数用于训练的优化方法也有加入随机性的空间。例如，随机梯度下降方法以

随机的顺序来展现模式。

13.6 加性logistic回归

前文提到了提升法，它按次序在重新加权的训练实例上应用分类算法，然后采纳这些模型
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输出的加权多数票。

作为优化的强大力量的例子，提升法（boosting）可以理解为一种应用加性 logistic 回归

的方法，这是一种以前推阶段性方式来拟合一个加性模型
∑

m hm(x) 的方法[46]。

接下来从简单的函数开始：

hm(x) = βmb(x;γm)

它由一组参数γm和作为权重的乘数βm确定。可以将M个这样的函数组合成一个加性模型：

HM (x) =
M∑

m=1

hm(x) =
M∑

m=1

βmb(x;γm)

使用贪心逐步向前法（greedy forward stepwise approach），我们可以确定每次迭代中最优的参

数 (βm,γm)，这样新加进来的简单函数往往能纠正前面模型 Fm−1(x)的误差（见图 13-6）。如

果将最小二乘用作拟合判据：

(βm,γm) = argmin
(β,γ)

E
[
(y − Fm−1(x)− βb(x; γ))2

]
(13.2)

其中 E[·] 是期望值，由所有实例的和估计得到。这一贪心式的过程可以一般化为向后拟合法
（backfitting），每次迭代都拟合一个参数对 (βm,γm)，并不一定是最后一个参数对。注意这种

方法仅仅要求算法对数据拟合单个弱学习器 βb(x; γ)。这里的数据是在原始数据基础上反复

修改过的（见图 13-7）：

ym ← y −
∑

k 6=m

hk(x)

图 13-6 加性模型步骤：在训练实例上测量当前模型的误差。加入第二个模型是为了抵消这一误差
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对于分类问题，用平方误差损失（关于理想的输出值 0 或 1）会导致麻烦。如果想要估计

后验概率 Pr(y = j|x)，将不保证该输出被限制在 [0, 1]的范围内。另外，误差平方不仅仅惩罚

真实的误差（比如应该是 1，而预测是 0），而且也制裁分类“过于正确”的（比如应该是 1 而

预测是 2）。

logistic 回归能解决这些问题（见 8.1 节）：采用加性模型 H(x) 来预测一个“中间”值，

然后用 logistic 函数将其挤压（squash）到正确的 [0, 1] 区间内，以获得最终的概率形式的

输出。

图 13-7 加性模型中的贪心逐步向前法，通过添加新的组件的迭代来取消剩余的误差

加性 logistic 模型的形式是：

ln
Pr(y = 1|x)

Pr(y = −1|x)
= H(x)

其中左边的分对数（logit）变换将概率值 Pr(y = 1|x) ∈ [0, 1]单调地映射到整个实数轴上。因

此，分对数变换（及其逆变换）

Pr(y = 1|x) =
eH(x)

1 + eH(x)
(13.3)

保证了概率估计落在正确的 [0, 1]区间内。事实上，H(x)为式 (13.3)中的 logistic函数的输入

建模。

现在，如果考虑期望值 E
[
e−yH(x)

]
，可以证明它在满足以下条件的时候是最小的：

H(x) =
1
2

ln
Pr(y = 1|x)

Pr(y = −1|x)
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即 Pr(y = 1|x)的对称 logistic变换（注意前面的因子 1/2）。一个有趣的结果是，AdaBoost通

过类似牛顿法更新
①
来最小化 E

[
e−yH(x)

]
从而建立加性 logistic回归模型。技术细节和其他

相关研究见参考文献 [46]。

13.7 民主有助于准确率--拒绝的折中

在模式识别系统的许多实际应用中，还有另一种“旋钮”需要打开：拒绝为某些实例分

类。对于一些难以处理的实例，拒绝对其分类，然后进行人工处理（或者更复杂和昂贵的二级

系统），要好过接受一切并对其分类。作为一个例子，在光学字符识别（例如邮政编码识别）

中，由于书写不清楚，或者分割和预处理的错误，可能会出现难以识别的情况。在这种情况

下，人工处理常常可以给出一个更好的分类，或者通过查看原来的明信片来修正预处理中的

错误。假设 ML 系统有这样的一个附加旋钮，当它打开时，可以拒绝某些实例。这样就有了

图 13-8 那样的准确率–拒绝（accuracy-rejection）曲线，它描述了可达到的准确率性能和拒绝

率之间的函数关系。如果系统正在以智能的方式工作，最难的未决实例将首先被拒绝，因此，

即使拒绝率很小，准确率也会快速增加。一个相关信号检测的“折中”曲线是接受者操作特征

（ROC），图示表明了二元分类系统的性能，其鉴别阈值是变化的，通过绘制真阳性占实际阳

性总数的比例（TPR= 真阳性率）和假阳性占实际阳性总数的比例（FOR = 假阳性率）在不

同的阈值设置下的情形而来。

图 13-8 准确率–拒绝的折中曲线。可以通过拒绝一些疑难的实例来得到更高的精度

① 用牛顿式的步骤进行优化，接下来的章节会进一步解释，它意味着推导参数的二次近似，并且最优参数通过二次

模型最小值得到。
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为简单起见，下面来考虑一个二元分类的问题。在这一问题中，经过训练的模型输出类

别为 1的后验概率的近似值。如果输出接近 1，判定是明确的，这时正确的分类是 1的概率很

高。但如果输出接近 0.5 就会产生问题。在这种情况下，该系统“未判定”。如果所估计的概

率接近于 0.5，这两个类别具有类似的概率，误差将会频繁出现（如果概率值是正确的，那么

在这种情况下误差的概率等于 0.5）。如果正确的概率是已知的，当P (类 = 1|x)大于1/2，理论

上最佳的贝叶斯分类器判定为类别 1，否则为类别 0。误差将等于剩余的概率。例如 P (类 =

1|x) 为 0.8 时，误差将有 0.2 的概率（给定 x 是类别为 2 的实例，却被分为类别 1 的概率）。

为后验概率设定正阈值 T，要求它大于 (1/2 + T ) 是最好的“旋钮”开关，通过拒绝不满

足该标准的实例来增加精确度。一种情况是拒绝接近两个类之间的边界的实例，此时这两类

实例按照概率接近 1/2（见图 13-9）的模式混合起来。

图 13-9 一个贝叶斯分类器中的过渡区域。如果拒绝落在接近边界的过度区域的实例，那么平均

准确率将会上升

现在，如果概率是不知道的，但可以通过机器学习估计得到，那么拥有分类器团体就有

了更多机会来获得更高的灵活性，以及实现更好的准确率–拒绝曲线 [19]。例如，通过激活每

一个具有不同概率的分类器，可以得到团队的概率组合，或者多个分类器的组合。如果它们

之中的全体或者大多数的意见是一致的，那就意味着拥有高置信度的实例，因此系统接受这

些实例。最后，通过考虑输出概率（不仅是分类）、平均值和阈值化可以获得更高的灵活性。

如果有两个以上的类，就可以要求平均概率高于第一阈值，而与第二个最佳分类的距离超过

第二阈值。

实验结果表明，在解决任务时得到的许多分类器，如果能通过智能的方式进行重用，准

确率–拒绝折中法很容易获得理想的结果和更高的灵活性。
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梗 概

拥有一些不同但是准确率相近的机器学习模型，使得我们能够提升性能，从而超越单

个系统（如机器学习中的集成方法、团体方法、民主方法）。

在堆叠和融合方法中，各种系统通过在单个模型的输出的顶端加入另一层而结合起

来。

有多种不同方法可以在战略层面创造多样性。在装袋法（自助汇合）中，对同一组实

例进行带放回的采样。提升法与加性模型相关，我们训练一系列模型，以确保当前系统中

最难处理的实例会在最新添加的部分中获得较大的权重。使用不同的特征子集或者不同的

随机数生成器也可能创造多样性。纠错输出码使用一组冗余的模型为各种输出位编码，以

增强针对个别错误的健壮性。

加性 logistic 回归是一种优美的方式，它通过加性模型和牛顿式的优化方案来解释提

升法。优化提升我们对提升法的理解。

机器学习中的集成方法就像爵士乐：整体大于部分之和。爵士乐手或模型在一起工作，

互帮互助，依靠集体的力量比仅靠自己能创造更多。
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音乐是一个水池 · · · · · · 声音的水池。

—— 德克斯特�戈登

在神经网络和机器学习研究领域，一个“备受推崇的假说”长时间占据着统领地位——为

了解决越来越复杂的学习问题，计算机需要竭尽所能，从越来越错综复杂的数据中提取出构

造块（特征）。深度学习、监督预训练和阶段性特征提取都是遵循该思想的例子。

如果否定上述假设，就得到了储备池学习（reservoir learning）。储备池学习的思想是预先

在储备池中随机生成大量特征，然后挖掘这些特征，建立最终的学习系统——通常采用极小

二乘法来拟合储备池的隐藏输出和问题的实际输出。虽然储备池学习对于建立有效的学习系

统看起来过于简单潦草，但是越来越多的实验证明，在许多情况下它的效率是极高的。在一

些机器学习的案例中，储备池学习能生成比较理想的结果，或至少能快速提供一些初始的结

果，这些结果可以使用额外的调参手段快速进行优化。

相比于机器学习复杂的训练机制，从生物学的角度可能更容易理解上述的储备池技术。

例如，我们可以很快学会骑自行车、唱歌、说出新单词，实际上这些学习过程中只需很少的范

例。这说明了“随机”构造块的有效性，我们从储备池中挖掘这些构造块，在合适的结构下能

快速构造出想要的学习系统并加以微调。
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14.1 递归神经网络

直到现在，我们在建立机器学习系统时并没有时间、历史、记忆的概念。换句话说，时间

和迭代只存在于训练中，而在学习系统运行时并不加以考虑。系统运行时，输出只和输入有

关，因为系统按照单次“前馈”的方式运行，不存在循环的部分。但生物的学习系统并非总是

按照这样简单的方式运行。例如我们唱歌时，输出的歌声不仅仅依赖于当前输入的歌词和曲

调，还与之前的输入和输出有关，演奏音乐、说话、心跳、呼吸、行走等也是如此。这些过程

包含循环和振荡，是一种比单步输入–输出系统（仅仅实现了数学上的函数）更富有动态的行

为。

人工递归神经网络（recurrent neural network，RNN）与广泛应用的前馈神经网络的区别

在于，递归神经网络的拓扑结构中存在循环。在递归神经网络具有一定的记忆能力的前提下，

它的输出有一些会反馈给网络中的点，继而影响网络之后的输出。依不同的模型而定，计算可

以通过同步方式（类似于全局时钟使每个神经元按时收集数据，并根据当前输入生成输出）、

异步方式（每个神经元被随机唤醒并更新输出）或者数学上微分方程持续动态调控的方式进

行。图 14-1 展示了递归神经网络的基本结构：隐藏层神经元的输出可以作为输入反馈到其他

神经元；输出结果可以反馈到隐藏层神经元，进而影响之后的输出。其中后一个结构是必要

的，如果神经网络的后续输出与当前输出有着强相关性，且要使该神经网络可以递增地运行

下去。然而有些反馈通道可能不会实现，依情况而定。

图 14-1 递归神经网络基本图解

现在通过一个实际的例子来理解递归神经网络。该递归神经网络没有输入层，有 4 个激

励函数为 S型函数的隐藏神经元和 2个激励函数为线性函数的输出神经元。它沿着一个环形

来训练参数（中心在原点，半径为 1，每 16步转一圈，前 4步有一个瞬变现象）。如图 14-2所
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示，在训练了几步后，这个系统大致沿着一个环形来运行，其 4 个隐藏神经元所对应的值如

图 14-3 所示。

图 14-2 递归神经网络沿着环形训练：没有初始输入的情况下的输出序列

图 14-3 递归神经网络沿着环形训练：输出和隐藏层神经元（另见彩插）

递归神经网络里的环状结构有着重要的作用（最近的一篇综述见参考文献 [79]）。

• 递归神经网络能够沿着其循环连接的路径，动态地形成自维持的时序激活信号，即使
没有任何输入也可以。递归神经网络就是一个动力系统，它的前馈网络就是其演变

函数。
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• 如果存在输入信号，那么递归神经网络将历史输入通过非线性转换后保存在内部状态
中。递归神经网络具有动态的记忆功能，可以处理时序的内容。

从动力系统的角度来看，递归神经网络可以分成两类。第一类递归神经网络的特点是能

量极小的动态随机和对称连接（神经网络的输出轨迹在某一合适的“能量”函数下达到其局

部极小值，可看作梯度下降的一个变体），已知的实例有从统计物理学中衍生出来的霍普菲尔

德网络（Hopfield network）[61]、玻尔兹曼机 [2] 和深度信念网络 [57]。这些学习系统的训练大

多是无监督的，典型应用于联想储存器（其检索的内容对应能量函数的局部极小值）、数据压

缩、数据分布的无监督建模和静态模式分类领域。对于每个输入实例，该系统会运行多次，最

终达到某种收敛或平衡的状态。

第二类递归神经网络的特点是确定型动态更新和有向连接。应用该类网络可实现非线性

的过滤器——将输入的时间序列转化成另一种时间序列。该类网络背后的数学原理是非线性

动力系统，且该网络的训练是监督的。

14.2 能量极小化霍普菲尔德网络

霍普菲尔德网络（见图 14-4）——由参考文献 [61] 定义——是由一系列二值阈值神经元

（即根据输入是否超过阈值，输出 1 或者 −1）构成的网络。网络中的神经元通过具有对称权

重 wij 的边连接（没有自连接的边 wii = 0）。神经元通过下述方式更新状态：

si ←




+1
∑

j

wijsj > θi

−1 其他情况

(14.1)

其中，si 是神经元 i的输出状态，θi 是其阈值。神经元的状态更新分异步（随机选取一个神经

元并更新）和同步（存在一个中心时钟，所有的神经元在同一时刻更新）两种方式。异步更新

方式更符合生物学和物理学中的现象（物理学中的自旋玻璃态就是一种相关的模型）。初始的

输入随着更新不断地改变，因此神经元的状态不仅仅依赖于初始状态，还依赖于之前一系列

的更新过程。如果神经元的输出状态用 LED灯表示（输出 +1发光，输出 −1不发光）——实

际上本书的作者之一已经实现了这样的硬件——我们可以观察到 LED 灯随着时间闪烁的图

案。现在主要的问题是：这样闪烁的图案可能有着怎样的意义？哪些计算可以在其上执行？对

于霍普菲尔德网络而言，这些问题的答案与优化一个合适的能量函数有关 [在数学和物理学

中也称作李雅普诺夫函数（Lyapunov function）]：

E = −1
2

∑

i,j

wijsisj +
∑

i

θisi

显然，当神经元被选中更新时，由于连接的权重是对称的，能量函数E的值总是减小或不变。

多次重复更新后，霍普菲尔德网络最终会收敛于使得能量函数达到局部极小值的状态。能量
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函数的局部极小值被称作霍普菲尔德网络的稳定状态。因此，LED 灯的闪烁图案最终会稳定

下来并显示一个不变的图案。霍普菲尔德网络也可以“意味着”一个动力系统，它始于一个初

始输入值，目标是在初始输入值的吸引域中寻找一个局部极小值，过程类似于一滴水通过流

域盆地流入湖泊里。实际上，将输出值限制在一定范围内是非常必要的，否则求能量函数的

极小值需要最小化二次型，而二次型的最小值有可能是无限的（负无穷）。

图 14-4 由 5 个神经元和反馈循环组成的霍普菲尔德网络

编程实现霍普菲尔德网络实际上就是刻画其能级相图（energy landscape）中合适的局部

极小值。Donald Hebb 在 1949 年为解释“联想学习”而提出了 Hebbian 学习算法，它在训练

霍普菲尔德网络时修改边的权重。在生物学中，神经元的同时激发现象会导致这些神经元之

间的突触强度明显增加：“神经元同时发出信息，同时传递信息。如果神经元不能同步发出信

息，那么一定是它们之间没有链接。”Hebbian 算法是局部的和递增的。对于霍普菲尔德网络

来说，如果要学习 N 个二值模式，该算法可以通过如下方法实现：

wij =
1
N

N∑
µ=1

xµ
i xµ

j , i, j = 1, · · · , n

其中，每个模式 xµ = (xµ
1 , · · · , xµ

n) 都是一个长 n 位的序列，n 同时也是霍普菲尔德网络中的

神经元数。在一个模式 xµ 中如果对应神经元 i和 j 的位数是相等的，那么 xµ
i xµ

j 的乘积将为

正，即会使权重 wij 增加，所以神经元 i 和 j 的值一定是趋向相等的，若神经元 i 和 j 的值

不等，则反之。

依霍普菲尔德网络中神经元的数量而定，Hebbian 算法能够在其能级相图中刻画出一系

列局部极小值，前提是 N 不是很大（一个经验法则是，模式的数量 N 不超过神经元的数量

n 的 13.8%[55]），这些极小值可以很接近训练的 N 个模式。当更新规则 [式 (14.1)] 基于一个

给定的模式 xν 反复迭代时，该霍普菲尔德网络将会稳定在一个局部极小值上，因此，检索到

的存储起来的模式与 xν 最接近，如图 14-5 所示。
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图 14-5 霍普菲尔德网络的能级相图，标出了其初始状态（曲线的上端），最终收敛的吸引状态

和一个吸引域（阴影部分）

基于霍普菲尔德网络可以建立内容可寻址存储系统：只需提供模式内容的一部分（其他

位随机设置），该网络就可以收敛于一个“记忆存储的”状态。这样的网络可以用来恢复失真

的输入：在已训练的状态中找出与该输入最相似的状态。这也被称作联想存储器，类似于纠错

码。霍普菲尔德网络连续权重的泛化方法与梯度下降类似，不过是沿着梯度的方向下降（但

能量函数的值仍在下降）。

尽管霍普菲尔德网络具有重大的理论价值和研究意义，但在现实世界的应用中仍面临一

些挑战，比如伪模式（spurious pattern）——收敛的局部极小值不对应训练的存储值——以及

网络的容量限制。当霍普菲尔德网络存储了很多模式后，已存储的单元有可能与其他邻近的

检索相混淆。显然，人类的记忆也具有相似的特性，语义上有关联的词语容易弄混，从而导致

记忆存在误差。

14.3 递归神经网络和时序反向传播

现在来考虑更一般的递归神经网络——不要求对称的权重和二值输出（见图 14-1）。

这类递归神经网络可以展开为如图 14-6 所示的前馈网络，与标准的前馈神经网络的唯

一区别在于，它允许输入神经元跳过隐藏层，直接连接输出神经元。训练这类递归神经网络

的标准算法是“时序反向传播”（backpropagation through time, BPTT），主要思想是将前馈

神经网络标准的反向传播应用于上述的展开模型 [113]。如果递归神经网络中一些神经元的输

出可以反馈给其他神经元，那么由于梯度消失和爆炸问题[23]，它基于导数的训练方式会变得

十分困难。梯度爆炸（exploding gradient）是指在训练递归神经网络时，由于模式的长时间依
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赖，导致梯度远超其正常值，甚至能达到短时间依赖时的几何指数倍。梯度消失（vanishing

gradient）恰恰相反，当长时间依赖的模式梯度呈几何指数式趋近 0 时，学习长时间相关的事

件就变得不可能了。这个问题是由递归神经网络中神经元的迭代次数过多导致的，因为这会

导致网络中一个很小的权重呈几何指数式增加或减小。参考文献 [85] 利用修改的时序反向传

播算法，解决了上述问题（梯度基准剪切方法解决梯度爆炸，软约束解决梯度消失）。

图 14-6 图 14-1 中的递归神经网络可以被瀑布状地展开成一个前馈网络，它的每一个前馈都是

由当前迭代的输入和先前迭代的输入–输出组成

某种程度上，递归神经网络凸显了基于导数的优化方法的缺陷，推进了无导数方法的发

展和训练体系的彻底改变，例如下面将要介绍的储备池学习方法和极限学习机方法。

14.4 递归神经网络储备池学习

递归神经网络（我们讨论的第二类，即没有对称权重的限制）是一个非常有前景的针对

非线性时序应用的工具 [79]，它用一些容易接受和普遍的假设将生物学理论（大脑中存在递归

连接的神经元）与动力系统相统一。

以往提出的很多训练方法都存在下述缺点。

• 在学习时不断改变神经网络的参数会导致网络动态分岔（bifurcation）：梯度信息退化，

可能变得模糊不清，从而不能保证最终的收敛。
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• 许多花销巨大的循环更新或许是有必要的，但会导致大型网络（超过 10 个神经元）的

训练时间过长。

• 长期记忆的学习是困难的，因为所需计算的梯度信息随着时间呈几何指数式增加。
• 高级训练算法中的全局控制参数十分复杂，调参需要大量的技巧和先验知识。
21 世纪初，一种全新的方法分别以流体状态机[80] 和回声状态网络[67] 的面貌独立提出，

这里统一将其称作储备池计算。储备池计算通过以下规则（见图 14-7）可以克服递归神经网

络梯度下降算法的缺陷。

图 14-7 （左图）递归神经网络传统的基于导数梯度的训练方法需调整所有的连接参数（粗箭

头），而（右图）储备池计算只需修改连接递归神经网络和输出之间的连接参数即可（改

编自参考文献 [79]）

• 如果一个随机生成的递归神经网络在训练时不改变其参数，那么这个递归神经网络就
称作储备池，它总是维持自身的状态不变，只被动地接受输入信号的刺激，将历史输

入非线性地转化成输出。

• 最终期望得到的输出信号，由被刺激的储备池中所有的神经元输出信号线性组合而成，
这里的线性组合可以通过线性拟合得到，例如最小二乘法。

储备池计算很快就成为递归神经网络建模的基本工具之一，它表现出更高的建模准确率，

且对于连续时间和连续值的实时系统具有通用的建模容量。储备池计算也可以解释“为什么

尽管存在有噪声的物理部分，但大脑仍可以进行精确的计算”。最后，一些递归神经网络可以

通过向同一个储备池里添加更多的输出神经元来扩充，需干涉之前模型的设计功能。

在一些实例中，一个完全随机的储备池无法满足需求，因此现在的研究正向合适的储备

池的生成和适应方法发展。储备池计算从蛮力随机方法出发，继而成为了一些不同方法的范

例：(i) 生成或调整储备池；(ii) 训练储备池不同类型的读出。参考文献 [79] 是最新的一篇关

于储备池计算综述。

14.5 超限学习机

还有一系列与储备池计算相关的关于前馈系统的研究，比如在多层感知机中，随机初始

化各层参数，并只对最后一层进行线性回归训练。参考文献 [64]中提出了超限学习机的概念，

利用标准广义逆的方法计算最小二乘拟合（在 4.1 节中）。超限学习机和储备池计算都采用简
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单却有效的线性回归算法，仅通过修改输出权重，就能解决传统神经网络训练算法中的许多

问题，例如收敛到局部极小值、梯度消失或爆炸。它们主要的区别是，储备池计算的结构包含

递归连接，从而实现短时记忆，而超限学习机使用纯粹的前向结构，也没有短时记忆。

实际上，在神经网络研究的萌芽阶段，人们就发现了类似于超限学习机的方法，即使随

机初始化神经网络各层参数，也能得到不错的学习结果。例如，Rosenblatt [90] 和其他研究者

偏爱随机选择输入特征探测器。E. Baum [20] 主张在模拟神经网络时，固定那些同一层中的连

接参数，只调整那些连接不同层的参数。直到最近，参考文献 [65] 才提出了上述方法一般的

理论和实践研究，并将其命名为“超限学习机”（Extreme Learning Machine，ELM）。

在线性代数中，众所周知，如果一个单层前馈网络（SLFN）具有 N 个隐藏神经元，并随

机生成输入层参数和隐藏层偏差，那么由矩阵的逆可知，它恰好可以学习 N 个不同的观测样

本，也就是说这些样本的矩阵是满秩的（线性无关的）。当然，该方法不能保证泛化的正确性，

但可以使得单层前馈网络的学习只需要矩阵求逆这一简单且一次性的操作。

参考文献 [65] 中所做的工作严格证明了一点：如果隐藏层的激活函数是无限可微的，那

么单层前馈网络的输入层参数和隐藏层偏差可以随机指定。当这些值被随机选定后，单层前

馈网络可以被看作一个线性系统，其输出层参数可以通过对隐藏层输入矩阵进行简单的广义

逆操作得到。目前已经有了各式各样的基于不同种类隐藏层神经元和隐藏层结构的泛化方法

（见图 14-8）。某些情况下，超限学习机比传统的学习算法（比如反向传播算法）更快，得到的

泛化结果也更好，尤其在网络中权重的范数被通常的二次罚分限制的情况下。为了得到最优

的性能，超限学习机隐藏层的神经元数可以比反向传播算法多得多，这表明为了挖掘出足够

多有效的神经元以确定输出，需要生产大量的随机神经元。参考文献 [63] 是最近的一篇相关

综述。

图 14-8 超限学习机的隐藏层可以包含不同种类的可计算节点（改编自参考文献 [63]）
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参考文献 [68] 中的相关研究评估了物体识别的多阶段结构，并考虑了随机过滤器。参考

文献 [114] 中提出了非传播（no-prop）的神经网络算法（类似于超限学习机，但采用迭代的最

小二乘技术）。参考文献 [94] 中研究了随机参数的结构，并发现了一个确定的卷积池化结构

（在图像处理中，空间上不同位置的神经元共享连接的参数）具有固定的选择频率和不变的转

化效果，即使它的参数是随机的。基于这个发现，他们提出了使用随机参数评估候选网络结

构，从而避免学习过程中过于耗时的方法。最新的神经网络算法中，网络的结构对提升算法

性能的作用令人惊讶，尽管接下来的参数微调也的确能提升最终的算法性能。

显然，储备池计算和超限学习机都是沿着同一个研究方向进行的，虽然原始的储备池计

算大多关注递归神经网络，而超限学习机关注前馈系统。参考文献 [32] 同时研究了储备池计

算和超限学习机。

梗 概

带有反馈回路的递归神经网络，可以使得“数学函数”（前馈网络）过渡到随时间进化

并带有内部存储器的全面动力系统。

递归神经网络的机器学习是很难的，尤其是基于导数的方法。它所涉及的循环很多，

可能会导致梯度爆炸或者消失。

最近提出的储备池计算（RC）和超限学习机（ELM）都采用一种激进的方法：与深度

学习相反，它们生成大量的随机构造块（随机特征），并将模型的学习限制在一个最终的线

性组合层中。具体来说，就是从储备池中挖掘有用的构造块，并将其适当组合起来，得到

最终的学习结果。

鉴于生物神经元中的噪声影响，深度学习的导数方法难以实现，“随机构建辅以最终调

参”的蛮力法的成功给予了我们解释大脑部件如何运行的希望，并使我们能够设计出更快

且更灵活的机器学习算法。

我们很高兴生活在这样一个研究成果迸发的时期，各式各样疯狂的想法通过令人惊奇

的情节转折和范式变化，推进机器学习和神经网络的前沿发展。



第二部分

无监督学习和聚类



第15章 自顶向下的聚类：K 均值

起初，神创造天地。地是空虚混沌，渊面黑暗，神的灵运行

在水上面。神说，“要有光”，于是就有了光。神看光是好的，就

把光暗分开了。神称光为昼，称暗为夜。· · · · · ·
神把用土所造成的野地各样走兽和空中各样飞鸟都带到那

人面前，看他叫什么。那人怎样叫各样的活物，那就是它的名

字。那人便给一切牲畜和空中飞鸟、野地走兽都起了名。

——《创世纪》

本章将开启一个新部分，也会进入一个新领域。到现在为止，我们考虑了监督学习方法，

而这一部分的问题是：在没有老师和标记的情况下，我们可以学到什么？

像上面米开朗基罗的那幅画中发出的能量那样，我们正进入一个更具创造性的领域，其

中包含关于探索、发现、意想不到的结果等概念。现在的任务不是亦步亦趋地跟着老师，而是

自由地生成模型。很多情况下，自由不一定是人们所希望的，但它是继续前进的唯一途径。

想象一个孩子坐在电视机前。即使没有老师，他也会马上意识到好的电视机屏幕与坏了

的屏幕之间的区别，因为坏了的屏幕会出现“雪花”般的随机噪声模式，而不是卡通片或国

际新闻这些电视节目。更有可能的是，卡通片会使他更加兴奋，而不是国际新闻或随机噪声。

正在工作的电视屏幕的画面（和世界的表面现象）并不是随机的，而是高度结构化的，根据某

种显式或隐式的计划来安排。关于无监督学习的另一个例子，假设实体代表说不同语言的人，

坐标与他们的口语音频测量值（如频率、振幅等）相关。在一个国际机场里，根据不同语言的
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发声特点，大多数人可以很容易地识别出说不同语言的人群。例如，我们可以很容易地区分

说意大利语和说英语的人，即使并不知道具体是哪种语言。

对结构（形式、模式、有趣事件的集合）的建模和理解，是我们认知能力的基础。名称

和语言的使用深深植根于大脑的组织能力。从本质上讲，名称是将不同经验组合起来的方式，

使我们能够说话和推理。苏格拉底是人，人皆有一死，因此苏格拉底也会死
①
。

举例来说，被引入到共同特征推理的是动物的种类（以及相应的名称），而不是个别动物

（“那人便给一切牲畜都起了名”）。在地理学中，大洲、国家、区域、城市、社区代表不同标度

的地理实体的类别。聚类是非常人性化的活动，将相似的东西放在一起，进行抽象并且为对

象类命名（见图 15-1）。想想把世界上的男人和女人分类，尽管个体之间差异显著，我们却对

此相当有把握。

图 15-1 聚类深深地根植于分组和为对象命名的人类活动中

① 说实话，命名这种高度简化的方式让世界失去了神秘感，这就是用技术征服世界所付出的代价。Rainer Maria

Rilke 在他的诗《我的庆典》（1909）中表达了这种观点。

我是如此害怕人类的语言，

它能如此准确地描述万物：

它称之为狗，它称之为房子，

在这开始，在那结束，

· · · · · ·
我想警告它：让任何事物如它们原本的样子！

我享受聆听它们发出的声音。

但你总是干预它们：它们变得安静和静止。

这就是你怎么扼杀它们的。
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聚类必须处理信息的压缩。当数据量超过人们的消化能力时，就会发生认知过载，我们

大脑中有限的“工作记忆”也不足以应付这项工作。实际上，为了减少用于分析的数据点数

量，可以使用过滤器来限制数据值范围。但这并不一定是最好的选择，因为这种情况下是在

各个坐标上筛选数据，然而更加全局的图景或许才是人们希望看到的。

聚类方法以智能和数据驱动的方式收集类似的点并放在一起，因此人们的注意力可以集

中于一个相对小但相关的原型集合。原型概括了自身所代表的实例子集中的信息。当类似的

实例被组合在一起时，人们可以对这些分组而非个别实体进行推理，因此减少了不同的可能

性的数目。

可以想象，聚类的实际应用是没有止境的。举一些例子，在市场细分中，人们将广阔的目

标市场划分为有共同需求的客户子集，然后执行针对每一类客户的共同需求和期望的策略。

在金融领域，聚类将有类似行为的一批股票分在一组，可以提升投资的多样性并降低风险。在

医疗保健中，可以将疾病按其症状进行聚类。在文本挖掘中，根据所分析的文本的结构和含

义，将单词分组。语义网络可以表示概念之间的语义关系。它是一个有向或者无向图，包含代

表概念的顶点和边。由于存在不同的关系（例如“是”“有”“住在”，等等），也就不存在统

一的方法来对实体进行分组。

15.1 无监督学习的方法

鉴于聚类方式的创造力以及分类对象的不同，聚类的方法也千差万别。传统上将这些方

法分为自顶向下和自底向上两种。

在自顶向下或分裂聚类中，首先确定都有哪些类，再将不同的实例分类，目标是把类似

的实例分在一起。注意，这些类别没有标签，只存在如何细分的问题。试想在固定数量的抽屉

柜子中如何摆放衣服。如果你是一个成年人（如果你是一个欢乐的少年，请询问你的父母），

你最后可能会把袜子与袜子放在一起，衬衫与衬衫放在一起。

在自底向上或凝聚聚类中，数据分类是自然形成的，人们可以直接开始合并（关联）最相

似的条目。一旦创建了较大的条目分组，我们就合并最相似的组，以此类推。若分组是有意义

的，就停止该过程，当然这取决于具体的度量、应用领域和用户的判定。最终的结果是越来越

大的集合构成的层次组织（称为树状图），体现了逐渐变大的合并。树状图在自然科学中是常

见的结构，想想动物学或植物学物种的组织层级关系。

有一种更先进和灵活的无监督策略，称为维数降低：为了减少描述一组试验数据的坐标

数，需要理解结构和不同实例“变化的方向”。如果对人的面部聚类，变化的方向可以和眼睛

颜色、人中长短、鼻子和眼睛之间的距离等参数相关。所有类型的面部可通过改变几十种参

数来获得，而这肯定比一张图像中的像素总数要少得多。

另一种为一组实例建模的方法是，假设它们是由一个相关的概率过程产生的，那么对过

程建模就是理解结构和不同类别的一种方式。生成模型的目的是确定产生观察实例的过程的
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概率分布并建模。想想通过对不同作者使用的主题和字词建模来对图书进行分组（事先不知

道作者姓名）。一个作者有一定的概率会选择某个主题。主题确定之后，与主题相关的字词将

以特定的概率产生。当然，这样是不会产生杰作的，但会产生类似的字词出现的最终概率，很

多情况下足以识别出一个未知的作者。

我们的视觉系统对图像的显著部分进行聚类的功能是极其强大的。可视化，例如线性或

非线性投影到低维空间（通常具有两个维度），可能对“手动”——好吧，其实是“眼动”——确

认结构和聚类是很有效的。

最后，兼具趣味性和挑战性的应用需要将有监督和无监督策略（半监督学习）相结合。想

想一个“大数据”的应用：将不计其数的网页聚类。标记可能非常昂贵（因为可能需要人工为

页面分类），因此非常少见。将一组大量的未标记网页加入稀疏标记的网页集合中，可大大提

高最终结果的准确率。

对这部分内容做了整体介绍之后，本章将侧重于一种应用广泛且有效的自顶向下的方法，

称为 K 均值聚类。

15.2 聚类：表示与度量

聚类中存在两种不同的情景，这取决于要进行聚类的实体是如何组织的（见图 15-2）。某

些情况下可根据每个实体的内部表示（对于实体 d，通常是一个 M 维向量 xd）推导出实体间

的相异性或相似性。这种情况下可以为每一个类推导出原型（或中心），例如通过计算所包含

的实体（向量）特性的平均值。其他情况下，可用的只有一个相异性的外部表示，所得模型是

由边连接实体的无向加权图。

图 15-2 基于关系的外部表示（左图）和基于坐标的内部表示（右图），分别表示一对数据点间

的相似度和每个独立数据点对应的向量

例如，假设有市场调查表明，超市会在邻近的货架上摆放相似的食物，因为这样可以带来

更多的盈利。特定食品的内部表示可以用数字向量来描述：食物类型（1=肉，2=鱼 · · · · · ·）、
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卡路里含量、颜色、包装大小，以及建议食用日期等。相似性则可以通过欧氏度量或比较对应

向量的标量积来得出。

通过询问顾客可以得到外部表示，让他们对商品 X 和 Y 的相似性进行评级（要有固定

的分值范围，例如 0∼10），然后对顾客的投票求平均，导出外部相似性。

聚类方法的有效性依赖于相似性度量（如何衡量相似性），而相似性度量与需要解决的问

题相关。传统的欧几里得度量在某些情况下适用，这需要不同的坐标上的测量单位相近，且

有一个可参考的显著性水平；如果使用不同的测量单位，欧几里得度量就不适用了。例如，如

果一名警察在识别面部时，以毫米为单位来测量眼距，而以千米为单位来测量人中距离，那

么欧氏度量几乎毫无意义。同样，如果房地产市场有房屋的颜色数据，在根据商业目的对房

屋进行聚类时，颜色不会很重要。但是，将不同艺术家画的房屋进行聚类时，颜色就变得非常

重要。度量确实是针对特定问题的，这就是我们把实体 x 和 y 之间的差异写成 δ(x,y) 的原

因，留待以后确定如何具体计算它的。

如果存在一个内部表示，可以由通常的欧几里得距离导出度量：

δE(x,y) = ‖x− y‖ =

√√√√
M∑

i=1

(xi − yi)2 (15.1)

在三维空间中，这是传统的距离，通过先将边取平方然后求平方根来测量。符号 ‖x‖2 表
示向量 x 的欧几里得范数，而下标 2 通常被删去。

另一个值得注意的度量是曼哈顿距离或出租车范数，之所以这么称呼，是因为它测量一

辆出租车在一个长方形的街道网格中从原点到 x 点的距离：

δ曼哈顿(x,y) = ‖x− y‖1 =
M∑

i=1

|xi − yi| (15.2)

像往常一样，没有绝对正确的范数，也没有绝对错误的范数：对于每个问题，范数必须适

当地反映距离度量。在纽约的出租车喜欢曼哈顿范数，飞行员则更喜欢欧几里得范数（至少

短距离是这样，而由于地球的曲率，仍然需要基于测地学的不同距离度量）。在某些情况下，

只有评价了聚类结果之后才能认识到什么是测量距离的适当方法，这也是工作中创造性和开

放性的来源。

还有一种可能性是，从两个归一化向量的标量积给出的相似性出发，然后取逆以获得相

异性。具体来说，向量 x 和 y 之间的归一化点积，类比二维和三维的几何，可以理解为它们

之间角度的余弦值，因此被称为余弦相似性：

余弦相似性(x,y) = cos(θ) =
x · y
‖x‖‖y‖ =

∑M
i=1 xi yi√∑M

i=1 (xi)2
√∑M

i=1 (yi)2
(15.3)
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然后取逆得到相异性：

δ(x,y) = ‖x‖‖y‖/(ε + x · y)

其中 ε 是为了避免零作为除数而加入的一个小量。

注意，余弦相似性仅取决于两个向量的方向，如果每个坐标值都乘以一个固定的数，余弦

相似性不会发生变化。而如果一个向量乘以一个标量值，那么欧几里得距离会发生变化。标

准欧几里得距离的缺点是，不同的坐标值可以有非常不同的取值范围，导致距离可能被坐标

的某一个子集所支配。这可能发生在以不同的方式选取测量单位的情况下，例如有的坐标以

毫米为单位，有的以千克为单位，还有的以千米为单位：如果分析的关键取决于挑选一套合

适的物理单位，那么它始终会令人非常不愉快的。为了避免这种麻烦，我们需要没有物理单

位的无量纲（dimensionless）值。此外，不妨对测量值进行归一化，让所有的值在测量距离之

前都处于 0∼1 的范围。

上述方法可以用下面的定义实现：

δ范数(x,y) =

√√√√
M∑

i=1

(
xi − yi

maxvali −minvali

)2

(15.4)

其中 M 是坐标数，minvali 和 maxvali 分别是所有实体的第 i 个坐标所能达到的最小值和最

大值。

一般情况下，可以确定一个正定矩阵M 来变换原始度量：

dij =
√

(xi − xj)TM(xi − xj)

马氏距离（Mahalanobis distance）是一个例子，它考虑数据组的相互关系，而且是标度不变的

（即使用不同的单位进行测量，如毫米或千米，它也不会改变）。马氏距离将在后面的章节中

详细讨论。

15.3 硬聚类或软聚类的K均值方法

硬聚类（hard clustering）是将实体集 D 分割为 k 个不相交的子集 C = {C1, · · · , Ck}，以
达到下面的目标。

• 最小化平均聚类内部的相异性：

min
∑

d1,d2∈Ci

δ(xd1 ,xd2) (15.5)

如果存在一个内部表示形式，那么聚类的中心 pi 可以通过对第 i 类所有成员的

内部表示向量求平均值，来得到 pi = (1/|Ci|)
∑

d∈Ci
xd。
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这些情况下，聚类内部的距离可以用相对于聚类中心 pi 的距离进行测定，从而得

到相关但不同的最小化问题：

min
∑

d∈Ci

δ(xd,pi) (15.6)

• 聚类间距离的最大化。人们希望不同类别可以相互区分清楚。
正如所料，这两个目标并不总是互相兼容的，聚类确实是一个多目标优化任务。目标的

重要性留给终端用户来权衡：究竟是要聚类内部的实体尽可能相似，还是要聚类之间的区别

更明显，当然这也取决于选定的聚类的数目。

分裂算法（divistve algorithm）是最简单的聚类算法之一。这类算法从整个集合开始，陆

续把它分成更小的聚类。一个简单的方法是一开始就决定聚类的数目 k，然后将数据细分为

k 个子集。如果效果不理想，就重新选择 k 值，然后再运用该算法。

如果想用单个向量来表示一组实体，合适的做法是选择使平均量化误差（quantization

error）最小化的原型，这种误差是用原型取代实体时产生的：

量化误差 =
∑

d

‖xd − pc(d)‖2 (15.7)

其中 c(d) 是 d 所在的类。

在统计和机器学习中，K 均值聚类将样本划分为 k 个由中心（类 c 的原型表示为 pc）所

表示的类，每一个实例属于中心与该实例最接近的类。迭代方法被用来确定 K均值中的原型，

如图 15-3 所示，包含下列步骤。

(1) 选择聚类数 k。

(2) 随机生成 k 个聚类，并确定聚类中心 pc，或直接产生 k 个随机点作为聚类中心（换言

之，从原始数据点随机选择初始中心位置）。

(3) 重复以下步骤，直到满足某个收敛标准，通常是最后一次分配没有改变，或已经达到

迭代的最大次数。

(a) 将每个点 x 分配到中心最近的聚类，即最小化 δ(x,pc) 的那个。

(b) 通过求上一步中分配的点的平均值来重新计算新聚类的中心：

pc ←
∑

聚类 c 中的实体
x

聚类 c 中的实体数

该算法的主要优点是简单快速，可以用在很大的数据集上。K 均值聚类可以看作期望最

大（EM）算法的一个精简版本 ①
：如果实例到聚类的分配是已知的，那么就可以算出中心；另

① 在统计学中，使用 EM 算法在含有隐变量的统计模型中寻找最大似然值或最大后验估计量。EM 算法是一个迭代

方法，交替执行期望（expectation）步骤和最大化（maximization）步骤：在期望步骤中使用隐变量的当前估计值计算模

型的对数似然期望，在最大化步骤中计算使得期望步骤中似然期望最大的参数值。
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一方面，一旦中心是已知的，聚类分配就很容易计算了。因为一开始聚类中心（各聚类的参

数）和成员分配都是未知的，所以通过分配和中心参数重新计算这两个步骤的循环来达到一

致的状态。

给定一组原型，一个有趣的概念是沃罗诺伊图（Voronoi diagram）。每个原型 pc 被分配

到一个沃罗诺伊单元，单元中包含相比于其他原型，离 pc 更近的所有点。沃罗诺伊图的分割

线是空间中与两个最近的中心距离相等的所有点。沃罗诺伊节点是与 3 个（或多个）中心等

距的点。图 15-3 给出了一个例子。

图 15-3 K 均值算法示例（从上到下，从左到右），初始的中心点如图所示，空间被细分成靠近

中心点的各个部分（沃罗诺伊图：每一部分内的点都离给定的中心点最近），然后计算

新的中心点，继续进行细分

目前为止，我们都在考虑硬聚类，也就是说实体都被刚性地分配。然而在某些情况下，较

软的方法会比较合适，也就是说分配不是刚性的，而是概率的或模糊的。每个实体的分配是

根据其被分为不同的类的概率（或模糊值）来定义的，因此这些值的和为 1。例如，考虑秃顶

与非秃顶的人的聚类。如果把一位还有几根头发的中年男子归为秃顶，他或许会觉得自己没
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有被温柔相待。顺便说一句，这种情况下也不宜谈论秃顶的概率，还是模糊隶属度比较适合：

人们可能认为该人属于秃顶人群的模糊值为 0.4，而属于头发较多的人的模糊值为 0.6。

在软聚类（soft clustering）中，聚类成员可以被定义为相异性的递减函数，例如：

成员资格(x, c) =
e−δ(x,pc)∑
c e−δ(x,pc)

(15.8)

更新聚类中心的方法可以是批次更新或在线更新。在线更新时，人们反复考虑一个实体

x，例如通过从整个集合中随机抽取，推导它的当前模糊聚类成员资格，更新所有的原型，使

得原本接近的原型更接近给定的实体 x：

∆pc = η ·成员资格(x, c) · (x− pc) (15.9)

pc←pc + ∆pc (15.10)

用物理来类比，上述等式中的原型被每个实体牵着，沿向量 (x − pc) 移动，力的大小与

成员资格成正比，因此会更为接近 x。

在批量更新中，首先对所有实体对更新的贡献进行求和得到 ∆totalpc，然后进行更新，如

下所示：
pc ← pc + ∆totalpc (15.11)

如果参数 η 很小，两种更新的结果往往会非常相似；当 η 增加时，结果会产生差异。在线更

新避免在移动原型之前对所有的贡献求和，因此当数据点数量变得非常大时，建议使用在线

更新。

K 均值的结果可以用散点图来进行可视化，如图 15-4。k 个聚类原型都标有灰色大圆圈。

某个类中的数据点是那些在所有 k 个原型中与给定的原型最接近的。

图 15-4 K 均值聚类，独立的数据点和聚类原型如图所示
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梗 概

无监督学习仅用输入数据建立模型，不考虑分类标签。具体来说，聚类的目的是把相

似的实例分在同一组，不同的实例分在不同的组。开始时聚类的信息可以由点之间的关系

（外部表示）给定，或者由描述各个点的向量（内部表示）给定。第二种情况下，平均向量

可以用作聚类成员的原型。

聚类的目标是：通过抽象化来压缩信息（考虑群体而不是个体成员），确定实验点（通

常不是随机分布在输入空间，而是在某些区域“聚集”）的整体结构，并通过使用原型来降

低认知超负荷。

不存在所谓“最好”的聚类准则。结果是否有趣，依赖于测量相似性的方式和用于后续

步骤的分组的相关性。人们尤其需要对两个目标进行权衡：同一个类中的成员相似性高，

不同类的成员的相异性高。

自顶向下的聚类中，首先选择所需要的类的数量，然后对实例进行细分。K 均值聚类

一开始先设置 k 个原型，将实例分配到最近的原型，之后用分配的实例的平均值来重新计

算原型⋯⋯

聚类提供了一个新的角度来看待你的狗，托比。狗是一类活的生物体，有 4只爪子，会

吠叫，开心的时候会摇尾巴。而托比是你最喜欢的小宠物的所有相关经验和情感的聚类。
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羽毛相同的鸟聚集在一起。

（谚语：物以类聚，人以群分。）

一般情况下，聚类方法需要设置许多参数，如第 15章中提到的 K均值聚类，需要选择适

当的聚类数目。避免一开始就选择聚类数目的一种方法是逐层构建更大的聚类，并把选择最

合适的聚类数目和大小的任务留给接下来的分析阶段。这就是所谓自底向上或凝聚聚类。分

层算法利用已经建立的聚类找到接下来的聚类，迭代开始时把每个元素作为一个聚类，然后

将它们逐渐合并成更大的聚类。每一步中都会选择最为相似的聚类进行合并。

16.1 合并标准以及树状图

令 C 表示当前的聚类，它是实体集的子集——单个聚类 C——的集合。那么 C 可以定义
一个划分：每个实体属于一个且只属于一个类。最初，C 中只有单元集，即每个集合只有一个
实体。

正如自顶向下的聚类，自底向上的合并也需要距离的度量来指导聚类过程。这种情况下，

相关的度量是两个类 C, D ∈ C 之间的距离，称之为 δ(C, D)，这个距离是从原来的实体之间
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的距离 δ(x, y) 派生出来的。我们至少有 3 种不同的方式来定义它，不同的定义方式会导致不

同的结果。实际上，考虑数据对之间距离的平均值、最大值或最小值都是可行的，如下所示：

δave(C, D) =

∑
x∈C, y∈D δ(x, y)
|C| · |D|

δmin(C, D) = min
x∈C, y∈D

δ(x, y)

δmax(C, D) = max
x∈C, y∈D

δ(x, y)

算法现在继续执行下面的步骤：

(1) 在当前的 C 中查找距离 δ
∗

= minC 6=D δ(C,D) 最短的 C 和 D；

(2) 用 C ∪D 替代 C 和 D，并且将 δ
∗
记作该合并发生时的距离；

直到得到包含所有实体的单一聚类。

层次合并过程的历史和各种合并操作发生时的距离值可以用来绘制树状图（dendrogram，

源自希腊语 dendron“树”和gramma“绘图”），以视觉的方式来展示合并过程，如图 16-1和

图 16-2 所示。

图 16-1 二维空间中数据点自底向上聚类示意图（使用标准欧几里得距离），每个数据点都由两

个数值构成（另见彩插）

树状图是一个树状结构，其中底部是原始的实体，并且用水平线来连接两个融合的类来

表示每一次的合并。水平线的纵轴坐标值显示了合并发生时对应的 δ
∗
值。为了重构聚类过

程，想象一下你在这个树状图中从底部开始向上移动一把水平标尺。作为树状图的近亲，树

在自然科学中被用来直观地表示相关的物种，其中根代表最古老的共同祖先，分支表示之后

分裂产生不同的物种。



144 第 16章 自底向上（凝聚）聚类

图 16-2 交通工具的自底向上聚类示意图

选择所期望的距离级别的值，并据此来水平切割整个树状图，马上就得到了该距离级别

的聚类数目，这些子树中的叶子即是这些聚类中的成员。这种方式提供了一种简单的视觉机

制，可以用于分析层次结构，并根据具体的应用和树结构来确定合适的聚类数目。例如，如果

沿着树形图的纵轴能找到一个大的水平距离缺口，那么这是一个不错的水平切断级别，可以

确定“自然”的聚类。

16.2 适应点的分布距离：马氏距离

基于测量确定头骨相似性的问题（1927 年）促使马氏距离得到发展，现在马氏距离广泛

应用于在测量相异性时加入数据分布的考虑。数据分布由相关矩阵来建模。

将一些点归为一类之后，人们希望能（整体）定量地描述整个类，而不是简单地将其看作

像云一样聚在一起的点。接下来，假定形成聚类的云状点集形式为简单的球形或椭球形，暂

时不包括更复杂的形式，例如螺旋形、之字形或类似卷积的形式。

此外，在 N 维欧几里得空间中给定一个新的测试点，人们希望估计新的点属于该类的概

率。第一步可以从寻找的样本点的平均值或中心开始。直观来说，所讨论的点越接近这个中

心，越有可能属于该类。

然而，我们也需要知道这些数据分布的范围是大还是小，这样对于某个给定的点到中心

的距离，我们才能决定它是大还是小。简单的做法是用抽样点到质心（center of mass）的距离

来估计标准差 σ。如果测试点与质心之间的距离小于一个标准差，那么可以得出结论：新的测

试点有很高的概率属于该类。这种直观的方法可以进行量化，定义测试点和样本集之间的归

一化距离 (x− µ)/σ 即可。将此代入正态分布，可以推导出该测试点属于该集合的概率。

上述方法的缺点是，它假定样本点以球形的方式分布。如果分布是高度非球形的，如椭

球形，那么该测试点属于该类的概率不仅仅取决于到质心的距离，同时也取决于方向。在该
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椭球形短轴的方向上，测试点必须近一些，而在长轴的方向上，测试点可以稍远一些。

最能代表该集合概率分布的椭球形可以通过构建样本的协方差矩阵进行估计。

令 C = {x1, · · · ,xn} 的是 D 维的一个类。类的中心 p̄ 是类平均值：

p̄ =
1
n

n∑

i=1

xi (16.1)

令协方差矩阵中的元素定义为：

Sij =
1
n

n∑

k=1

(pki − p̄i)(pkj − p̄j), i, j = 1, · · · , D (16.2)

马氏距离是从椭球体的质心到测试点的距离简单地除以该椭球体在测试点方向上的宽

度。图 16-3 说明了这一概念。具体来说，如果一组值的均值是 µ、协方差矩阵是 S，向量 x

到这一组值的马氏距离定义为：

DM (x) =
√

(x− µ)TS−1(x− µ) (16.3)

图 16-3 左图使用欧几里得距离作为差异性度量，而右图使用马氏距离，因其数据点分布呈椭球形

马氏距离也可以定义为两个随机向量 x 和 y 之间的差异性度量，这两个随机向量都服

从协方差矩阵为 S 的同一个分布：

d(x, y) =
√

(x− y)TS−1(x− y) (16.4)

如果协方差矩阵是单位矩阵，马氏距离就简化为欧几里得距离。如果协方差矩阵是对角

矩阵，那么得到的距离度量被称为归一化的欧几里得距离：

d(x, y) =

√√√√
D∑

i=1

(xi − yi)2

σ2
i

(16.5)
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其中 σi 是 xi 在样本集上的标准差。

弄清了马氏距离的概念，以及通过由到质心的距离所确定的马氏距离度量的椭球体，我

们可以描述聚为一类的云状点集，并理解聚类可视化的方法。

16.3 附录：聚类的可视化

本节介绍如何在三维空间中可视化聚类（跳过本节不会影响对后面章节的理解）。为了以

图像的方式表示聚类，可以将它的惯性椭球体可视化，表面由到该聚类平均位置距离为单位

距离的点的轨迹组成，距离度量是描述该类别的马氏度量。开始时将数据点投影到三维空间，

并计算相应的 3× 3 的协方差矩阵。

图形软件包的三维渲染中，点可以用 R4 中的齐次坐标系的行向量来表示，无限平面表

示为 (x, y, z, 0)，将单位球体映射成所需的椭球体的投影坐标变换由下面的矩阵表示：

TC =




S11 S12 S13 0

S21 S22 S23 0

S31 S32 S33 0

p̄1 p̄2 p̄3 1


 (16.6)

当上下移动层次聚类的级别时，类 C 将拆分成若干个类 C1, · · · , Cl。为了在脑海中形成

正确的图像，可以将椭球体 TC 与其 l 个后代 TC1 , · · · , TCl
的参数化过渡想象成一组动画，并

且椭球体

Tλ
Ci

= (1− λ)TC + λTCi
, i = 1, · · · , l

可以被画出来，其中参数 λ 在一个给定的时间段内（目前是 1 秒钟）均匀地从 0 变为 1。这

将有效地展现出原始的椭球体变形（morphing）成它的后代的过程。

图 16-4 展示了分析一组汽车得到的聚类，其特征由含有机械特性和价格的向量给定。边

的强度与物距有关：物距越近，颜色越深。

人们可以上下浏览聚类的层次结构，直到确认用于分析的合适的聚类数目。接下来就可

以对原型进行检查，进而概括地描述这些数据。

在这种方式下，一种特别有用的浏览工具是平行坐标展示。一个将费希尔鸢尾花数据集

分成 3 类的例子如图 16-5 所示。在平行坐标图中，每个垂直轴对应着数据的一维属性，一个

n 维空间的数据点可以表示成一条折线（由几条线段组成），它的每个端点都在平行的轴上，

第 i 个端点在轴上的位置对应于数据中第 i 维度的值。使用过滤器可以只显示我们感兴趣的

数据，而且可以调整轴的顺序、线和背景色等属性，让图片更加美观。一眼望去，无论是单个

的点，还是整体的聚类结构（或项集的子集），视觉上都非常直观。
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图 16-4 对汽车的机械特性进行聚类

图 16-5 费希尔鸢尾花数据集（每朵花包含 4 个度量属性）的平行坐标展示，每个属性都用一个

垂直轴表示，数据中的第 i 项属性值表示为折线与对应的第 i 个垂直轴的交点（另见

彩插）
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平行坐标图可能是最简单有效却最不为人知的可视化 n 维数据的方法。当 n 大于 2 或

3时，我们很难直接通过眼睛观察数据。你不必等到成为工程师以后才使用这个方法（现在很

多开明的组织已经在使用它）。

梗 概

凝聚聚类生成一棵包含数据点的树（层次结构）。如果你不熟悉树结构，可以想想用来

整理文档的文件夹，无论实际中的还是计算机中的（与某项目相关的文档放在一起，然后

与不同项目相关的文件夹合并成一个“工作进行中”文件夹等）。

想象一下，你没有秘书，也没有时间手动完成：自底向上的聚类方法可以为你完成工

作，只要你找到一个合适的方法来测量单个数据点之间的相似性，以及已经合并的数据点

集之间的相似性。

这种方法被称为自底向上，是因为它从单个数据点开始，合并最相似的那些点，然后

合并最相似的集合，直到获得单一的集合。开始时没有指定聚类的数目，而是用不同的相

似性水平来切割这棵树（也称为树状图），尝试了若干种不同的切法之后，可以找到一个合

适的聚类数目。

通过凝聚聚类，圣诞老人可以把所有的圣诞礼物放在一只很大的红色盒子里。人们

打开它后，又发现了一组盒子，再打开，还是盒子⋯⋯直到打开真正放着礼物的“叶子”

盒子。
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祖母细胞是一个假设的神经元，表示任何复杂且具体的概

念或对象。当一个人的大脑“看到，听到，或以其他方式判别”

一个特定的实体，例如他或她的祖母时，它就会激活。

——Jerry Lettvin，1969

从前面的章节中，你应该已经熟悉基本的聚类技术了。聚类确定相似数据的分组，有些

情况下会用到层次结构（分组，然后组包含组，等等）。如果存在一种内部表示，那么一个组

可以用一个原型来表示。本章涉及原型的排列，排列依据是规则的网格结构，以及这个网格

中的邻居的相互影响。

主要思路是聚类数据（实体）同时在一个二维图上可视化这个聚类的结构。人们想要得

到的可视化至少应该近似地和聚类相一致——这应该足够使你好奇并愿意继续读下去。

每个聚类 i 都以原型 pi 作为代表向量。在市场营销领域，常常会标识不同的客户类型，

并通过原型（富有的单身汉，已成家的中产阶级工人等）来描述。原型会与我们的实体具有数

目相同的坐标，向量的每个分量将描述给定聚类的一个代表值，例如包含在该聚类中的各实

体的平均值。
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在二维可视化空间里，想要得到连贯的可视化，类似的原型就应该放在邻近的位置。当

然，对于高维问题（有两个以上坐标值的问题），没有确切的可用解决方案，因此将目标定为

得到足以根据数据进行推理的逼近。自组织映射（SOM）是使用无监督学习训练得到的一种

人工神经网络，它能产生训练样本的二维表示，称为映射。该模型是由 Teuvo Kohonen 引入

人工神经网络的，因此也被称为Kohonen 映射。

17.1 将实体映射到原型的人工皮层

自组织映射（SOM）由组件节点或神经元构成。节点的排列是一个二维网格中的正规布

局。在某些情况下，网格是六边形的，使得每个节点有 6 个最接近的邻居，而不像传统的方

形网格中那样有 4 个邻居（见图 17-3）。每个节点 i 附带一个原型向量 pi 和映射空间中的位

置，其中原型向量与输入数据向量有相同的维数。

再次与我们的神经系统进行类比：神经元是根据在大脑中连接的物理网络组织起来的，

在现实中是二维或三维的。一些神经元由演化和训练进行调整，当特定事件被触发时，它会

放出电信号，如图 17-1 所示。例如，当你母亲进入你的视野时，某个神经元可能会放出信号。

这种情况下的原型是通过对应于你母亲的视觉特征给出的，位置则是大脑中神经元的物理

位置。

图 17-1 外界刺激激活大脑某区域（“祖母细胞”）的示意图。在某些区域，神经元被近似地排列

成二维结构，就像大脑的皮层，最高级的功能位于其表层

我们的神经系统的另一个原则是，在许多情况下，相邻的神经元往往会被类似的输入数

据所激发（你母亲的出现所激发的神经元，其邻居可能会被你母亲的一张老照片所激发）。训

练结束后，自组织映射描述从高维度输入空间到二维空间的映射。每个二维的单元对应一个

神经元，并且包含一个原型向量。于是一个普通的实体则被映射到（或指定到）原型向量与描
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述该实体的向量最接近的神经元，如图 17-2 所示。该训练可以从原型向量的随机初始配置开

始（例如选择实体的某个随机子集），然后通过表示和映射随机选择的实例进行迭代。获胜神

经元 c(x)，或简称 c，其原型向量是最接近描述当前实例 x 的向量：

c(x) = arg min
i
‖x− pi‖ (17.1)

接下来改变获胜原型 pc(x)，使之更接近于网络中的当前实例中的那一个。另外，附近的向量

的原型也以类似的方式被改变，虽然随着网格中的距离增加，改变的量会越来越小。

图 17-2 SOM 将多维空间中的实体映射到二维空间的神经细胞中，每个神经元拥有一个原型，

并且每个实体都被映射到其最接近的那个神经元中

想想看，在民主制度中，要求选民（实体）教育一组按规则排列的代表（如同在议会中），

使他们中至少有一个能代表有相关主张的聚类，坐在附近位置上的代表会相互影响，并且往

往会变得相似。存在两个“力场”：实体和原型的吸引力，以及网格中相邻的原型之间的吸引

力。实体（选民）争夺原型：每个实体都拉动它的获胜原型，并在较小程度上，获胜原型的邻

居朝着自己移动，使之更加相似。当然，不同的实体拉向不同的方向，因此所得到的动力系统

是很复杂的。

解释了基本机制和动机后，现在来关注细节。在线学习模式中，每次迭代 t 都提取出来

一个随机实体 x，确定其获胜神经元 c，并且所有的原型向量 pi(t) 在迭代（时间）t 时做如下

修改：

pi(t + 1) ← pi(t) + η(t) ·Act (c(x), i, σ(t)) · (x− pi(t)) (17.2)

其中 η(t) 是一个随时间变化的小的学习速率，Act (c, i, σ(t)) 是一个激活函数，它依赖于二维

网格中的两个神经元之间的距离，以及随时间变化的半径 σ(t)。公式中涉及的两个神经元有

模式 x 的获胜神经元 c，以及模式 pi(t) 正在被更新的神经元 i。更新的机制类似于式 (15.9)

中所描述的用于 K 均值软聚类更新的机制，但也有重要的区别：现在的神经元有规则的二维

组织，以确定激活电平。

为了帮助收敛，通常学习速率随着时间下降，半径参数也是同样的情况。基本思路是，在

开始时，神经元原型移动更快（幼儿的神经可塑性更高），并且往往会激活一大组邻居，然而
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到了后来，移动会变慢，并且影响也局限于一小组邻居，这时排列有可能已确定数据分布的

主要特征，所需的仅仅是一些微调。某些情况下，学习率随时间递减，比如 η(t) = A/(B + t)。

合理的默认值可以是 η(t) = 1/(20 + t)。

在以批处理的方式训练时，所有 N 个实体 xj 都呈现给 SOM，确定它们的获胜神经元

c(xj)，然后进行如下更新：

pi(t + 1) ←
∑N

j=1 Act (c(xj), i, σ(t)) · xj∑N
j=1 Act (c(xj), i, σ(t))

(17.3)

每个原型都以所有实体的一个加权平均来更新，其中权重正比于神经元网格空间（通常为二

维）中获胜神经元的原型和当前原型之间的临近区域。

由于系统的复杂性，建议尝试使用不同的参数和不同的时间安排，直到得到可接受的结

果。例如，一个合适的邻域激活函数可以是：

Act (c, i, σ(t)) = exp
(
− dci

2

2 σ2(t)

)
(17.4)

其中 dci
是二维网格中的两个神经元之间的距离，σ(t) 是一个邻域半径，一开始它包括的不

限于最接近的邻居，不过最后只包括一组临近的邻居。注意，不要混淆网格中的神经元之间

的距离（如图 17-3 所示）和数据的原始多维空间原型向量之间的距离！

图 17-3 自组织映射中一个邻居的例子：距离分别为 1 和 2 的邻居神经元

令 TOTSOM 为 SOM的神经元总数，TOTiter 为执行迭代的总次数。默认值从
√

TOTSOM

开始，如果网格是方形的，这是一个接近网格半径的值，结束时值为 2，如下所示：

σ(t) =
(TOTiter − t)

√
TOTSOM + 2t

TOTiter
(17.5)
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该映射或类似映射的复杂本质不应该让用户感到气馁：在许多情况下，基本参数仅考虑

简单的默认值就能得到可以接受的结果。但另一方面，这并不奇怪，我们大脑的基本映射机

制确实复杂程度很高，因为我们是拥有智能且有一部分变幻莫测的人类，不是吗？

17.2 使用成熟的自组织映射进行分类

即使你不想沉迷于上述数学细节中各种上下标的“灯红酒绿”里，你仍然可以有效地利

用 SOM 来指导问题的推理。训练结束后，SOM 可用于为新对象进行分类，先寻找最接近的

（获胜）原型，然后将新对象分配到对应的神经元，如图 17-4 所示。在许多情况下，看过原型

之后，很容易为不同的神经元命名，以帮助推理和记忆。但我们注意到，神经元可能会发现不

同寻常的组合，带来有趣的洞见和新群体的发现，而不只是重新发现平凡的分类。

图 17-4 SOM 的一个类比示意图：每个神经元就像橱柜里井然有序的抽屉，相邻的抽屉中存放

着相似的物品

想象一下用市场营销数据训练 SOM：每一个神经元可能代表客户的特征组，其名称可以

是“富有的单身汉”“有孩子的贫穷家庭”“年长的退休人员”“被宠坏的青少年”等。当一

个新客户到来时，你可以很容易地识别出相应的原型，例如选择向他推销你产品的最佳策略。

如果你是一个电影迷，训练 SOM 为不同的电影分类，可以使用 SOM 为一个新的电影分类，

例如（以很高的概率）预测你是喜欢还是不喜欢。

在 SOM中，训练的质量可以通过量化误差（用获胜原型向量 pc(x) 替代实体 x导致的平

均误差，即所有数据向量离其最接近的原型的平均距离）来测量，或通过更复杂的拓扑误差，

它与赋值相关，在某些情况下，原始高维空间中的接近的向量不能正确赋予神经元网格空间

（通常是二维）中接近的神经元。拓扑误差可以用所有数据向量最接近和第二接近的原型（在

原多维空间中）在映射中不是邻接神经元的比值来计算。
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颜色编码可以用来表示一个维度的数据点的值，而每个六边形的大小可以表示沿着另一

维度的值（见图 17-5）。彩色的映射被称为组件或组件平面，并且可以通过比较来确定局部关

系。可以将 SOM映射与散点图显示或者平行坐标显示相结合，来制定有趣的新分析技术（见

图 16-5）。例如，当鼠标指针移到 SOM 的神经元上，与每个神经元相关联的原型向量的位置

可以用散点图显示或以平行坐标显示。以这种方式，可以进一步分析相关实体的细节。

图 17-5 一个 SOM，颜色和大小取决于二维原型向量的两个坐标，可以将鼠标移到神经元上来

显示原型的值（通过 LIONoso.org 提供的软件，另见彩插）

梗 概

自组织映射有两个目标：将一组原型放在接近数据点的聚类旁；让原型以二维网格形

式组织，从而让邻近的原型在网格中能经常被映射到类似的数据点。

背后动机部分是生物的（我们的神经皮质大致是由神经细胞的二维和三维结构组织起

来的），而另一部分与可视化有关。一种二维网格可以在屏幕上可视化，并且原型的特征

不是随机分散的，而是慢慢改变，因为邻居关系会带来更易于理解的可视化效果。

如果将数据点想象成大海里的鱼群，那么 SOM 就是有弹性的渔网，目标是捕捉到最

多数量的鱼，又保证网不会破。
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你，享有阴影和光亮，被赋予两只眼睛，拥有透视的能力，

陶醉于五颜六色中；你，可以理解角度，可以在三维空间中看到

一个圆的完整圆周 —— 我怎样才能向你描述清楚我们在平面

大陆中遇见的极度不同？

——《平面国》，1884，埃德温�阿博特

在探索性数据分析中，实际上使用的是大脑的无监督学习能力，以从数据中找到有趣的

模式和关系。将实体映射到二维空间很有用，使得我们用眼睛就可以对它们进行分析。映射

必须尽可能多地保留存在于原始数据中的，描述实体之间的相似性和多样性的相关信息。例

如，想想一个营销部经理分析他的客户之间的相似性和相异性，可以针对不同的人群安排不

同的活动；或者人力资源部经理试图把不同员工所拥有的能力进行分类。我们想在二维空间

里排列实体，使类似的实体相互靠近，而不同的实体相互远离。注意这种方法和 SOM映射明

显不同。在 SOM 中，与二维网格相联系的原型向量被移动（坐标发生改变）以覆盖原始数据

空间，而这里的方法将原始数据点通过不同的方式映射到一个二维表面上。
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根据第 15 章（见图 15-2）的讨论，回想一下系统中给定初始信息的两种方法。第一种使

用实体的可能性是通过内部结构（坐标向量）表述。这种情况下，必须用原始坐标推导出实体

之间的相似性度量，例如考虑两个对应的向量之间的欧几里得距离。第二种使用实体的可能

性是通过实体之间成对关系的外部结构，通过相似性或相异性来表示。我们只处理相异性以

避免混淆，把转变公式就能处理的其他情况留给读者。为了符号表示清晰，让 n 个实体由一

些相互之间的相异性 δij 来确定。部分相异性可以是未知的。

图 18-1 将实体（点）通过外部相异性（边）连接起来

一个合适的模型是无向图，如图 18-1 所示，其中每个实体由一个节点表示，两个节点之

间的连接的权重是 δij，当且仅当相应实体的距离定义为 δij。图中的边的集合表示为 E。

这两种情况（坐标或关系）可以组合起来。在某些情况下，提供给系统的信息包含坐标和

关系两者。作为一个非常具体的例子，想象一些自动聚类方法被应用到数据向量上。然后我

们可以声明两个实体是相异的（δij = 1），当且仅当它们不属于同一个聚类。该附加信息可以

用来鼓励可视化，其中来自同一聚类的实例往往在二维空间中也很接近。其他情况下，人们

给出的实例相异性的指示可以帮助调优可视化，并适应用户的意愿。

用来区分不同上下文的一种方式，需要处理可视化中的监督水平，即过程给定的提示类

型。监督的类型包含了从纯粹无监督的方法（仅给出坐标）到监督的方法（完全给定关系或相

异性），再到结合了向量空间中的无监督探索和标记方法的方式。

明确上下文之后，根据可用数据，考虑如何利用这些数据来产生有用的可视化效果。下面

的章节中将讨论线性代数得出的方法，而更普遍的非线性方法将在更后面的章节中描述。像

往常一样，线性方法简单易懂，非线性的方法原则上更强大但也更为复杂。

18.1 线性投影

本章从线性代数开始。设 n是向量（实体）的数量，并设 m是每个向量的维数（坐标数）。

为方便起见，这 n个向量可以作为行向量存储在一个 n×m的矩阵 X 里。为了方便读者，拉
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丁字母 i 和 j 用来指示数据项，而希腊字母 α 和 β 用来指示坐标。因此，Xiα 表示数据 i 的

第 α 个坐标。本章的其余部分假定数据是中心化的，即整个数据集上的每个坐标的平均值是

零：Σn
i=1Xiα = 0。如果原始数据不是中心化的，它们可以通过一个简单的转换来预处理。换

句话说，我们对数据点的绝对位置不感兴趣，但是对它们相对于其他数据的相对位置感兴趣。

我们用 S 来表示 m×m的有偏协方差矩阵S = 1
nXTX，其中的元素 Sα,β = 1

n

∑n
i=1 XiαXiβ。

这就是所谓的协方差，因为每一项都测量不同数据情况下两个坐标如何一起变化。若两

个坐标同时趋于正值，则协方差中的和将是一个大的正值，而这对于负值来说应该也成立。

实际上，如果某个坐标值乘以一个常数（每一次改变物理单位时会发生这种情况，例如，从

毫米到千米），协方差将被改变。一个不依赖于物理单位变化的度量是相关系数（correlation

coefficient），即协方差除以所涉及坐标的标准差的乘积。（参见 7.2 节。）

我们考虑将这些实例变换到 p 维空间的一个线性变换 L，p 的值通常为 2，但是我们保

持更一般的表示。L 由一个 p ×m 的矩阵表示，它以通常的矩阵乘法 y = Lx 作用在向量 x

上。y 的每一个坐标 α 是由 L 的行向量 να 和原始坐标向量 x 的标量积得到的。L 的 p 个行

向量 ν1, · · · , νp ∈ Rm 被称为方向矢量，下面我们假定它们具有单位范数 ‖να‖ = 1，因此转

化后的 p 维空间的每个坐标 α 都是通过将原始矢量 x 投影到 να 上得到的。如果投影所有实

例，并且重复所有坐标，就会得到坐标向量 x1 = Xν1, · · · , xp = Xνp。

在可能的线性变换中，有趣的可视化是由正交投影所得：方向向量 ν1, · · · , νp 相互正交，

并具有单位范数 να · νβ = δα,β , α, β = 1, · · · , p，如图 18-2 所示。请注意，这里 δα,β 是通常的

图 18-2 一个投影：每条虚线都连接着一个向量和其在由 ν1 和 ν2 定义的平面上的投影（在

这种情况下，方向向量是 x 和 y 轴，通常情况下投影可以参照由任何两个不相关向

量构成的平面）
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克罗内克函数（Kronecker delta），它等于 1（当且仅当两个指标是相等的），不要与相异性混

淆！正交投影的一个例子是选择原始坐标的一个子集（这种情况下 να = (0, 0, · · · , 1, · · · , 0, 0)，

所选坐标为 1，所有其他坐标为 0）。其他实例先旋转原始向量，然后选择坐标的一个子集。

这种可视化很简单，因为它显示了数据的真正性质，对应原空间中定位的直觉概念，远

离数据点，从不同的视角来看数据
①
。想想以任意方位摆放一个二维的屏幕，打开灯（从离数

据很远的地方），并观察投影下的阴影。相反，非线性变换可以改变原始数据的分布，以任意

的、具有潜在复杂性的、反直觉的方式，就像通过一个变形透镜来观察世界。

作为线性预测的附加功能，它使得解释 p 维坐标很容易，因为每一个坐标都是原来坐标

的线性组合（例如，该组合的系数大小“解释”了很多原始坐标与投影之间的关联）。

存储方向向量的存储需求是有限制的，每一点投影的计算复杂度是通常的矩阵向量相乘

的复杂度。

现在动机已经有了，接下来考虑一些最成功的线性可视化方法。

18.2 主成分分析

要理解这一历史性的转换（主成分分析由卡尔�皮尔逊于 1901 年发明），就要专注于主

成分分析（PCA）尝试解决的问题。像往常一样，优化是力量之源，并有助于我们理解运算的

深层含义。主成分分析要找到的正交投影，应能将投影之后的数据元素之间的平方距离的总

和最大化。

如果 distp
ij 是两个数据点 i 和 j 的投影之间的距离：

distp
ij =

√√√√
p∑

α=1

((Xνα)i − (Xνα)j)2

PCA 最大化： ∑

i<j

(distp
ij)

2 (18.1)

其目的在于使数据点尽可能分散，但只考虑投影则意味着，相互距离不能增加超过原有

的距离 distp
ij 6 distij（考虑将毕达哥拉斯定理用于由原始向量、投影向量以及连接投影和原

始向量的向量定义的三角形）。我们能得到的最好结果是尽可能近似平方距离的原始总和：

max
ν1,··· ,νp

∑

i<j

(distp
ij)

2 6
∑

i<j

(distij)2 (18.2)

引入这个 n× n单位拉普拉斯矩阵 Lu 后，由于 Lu
ij = (n · δij − 1)，优化问题可以写成

max
ν1,··· ,νp

p∑
α=1

(να)TXTLuXνα

①实际上眼睛或相机的映射是一个透视的视角，所以不能仅仅通过字面上的意思来类推。
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使服从 να · νβ = δα,β , α, β = 1, · · · , p (18.3)

通常，拉普拉斯矩阵（Laplacian matix）是描述实体间成对关系的关键工具。实际上，它

在图的学习中应用广泛，两点之间的关系通过连接它们的带权重的边来表示。通常，它是一

个 n × n 对称半正定矩阵，每一行和列之和都为 0。通过拉普拉斯矩阵可以很容易地将所有

成对平方距离的加权和通过紧凑的方式表示出来：

xTLx =
∑

i<j

−Lij(xi − xj)2 (18.4)

考虑上面介绍的 p 坐标向量，很容易验证：

p∑
α=1

(xα)TLxα =
∑

i<j

−Lij(distp
ij)

2 (18.5)

式 (18.3)的最优解是由 m×m的矩阵 XTLuX 的 p个最大本征值（eigenvalue）对应的本

征向量（eigenvector）给定的。对于中心化的坐标，除去一个乘数的差别（不影响本征向量），

该矩阵与协方差矩阵是相同的：XTLuX = n2S。PCA 的解是通过寻找协方差矩阵的本征向

量得到的。我们在上面的形式中优先使用拉普拉斯矩阵，它可以很容易地泛化到数据点之间

的关系存在附加信息的情况。（见 18.3 节。）虽然本节中不给出细节，但是本征向量涉及将问

题表述成一个最大化问题：需要最小化的原来的量是二次的，梯度为零以及满足约束条件即

可推导出线性（本征值）方程。

图 18-3 主成分分析，数据点分布在一个椭球体上。第一个本征向量在最长主轴的方向上，

即沿着二维椭圆最长的轴，第二个本征向量在与第一个本征向量垂直的平面上

上述解决方案有一个副作用，PCA将一些可能相关的变量变换为数量较少的不相关的变

量，这些不相关的变量称为主成分。第一主成分尽可能多地占据数据中的可变性，并且每个
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随后的成分尽可能多地占据其余的可变性。PCA 的另一个有趣的解释是，它最大限度地减少

用投影来近似数据时所产生的均方误差。

图 18-3 提供了一个在三维空间中的几何解释。如果我们把数据点想象成 m 维空间中椭

球形的云，协方差矩阵的本征向量就是该椭球的主轴。PCA 通过将注意力限制在云的最大分

散方向来降低维数。

PCA是一个简单的、非常受欢迎的转换，但有明显的局限（也许因为太流行了）。它只执

行坐标旋转，使得最大方差的方向对准变换后的坐标轴。具有较大方差并不总是意味着具有

较多的信息内容，例如，也可能是更大的测量噪声。此外，一个坐标上的方差可以很容易地

通过乘以一个常数来增大，而信息内容当然不会改变。换句话说，PCA 的结果取决于是否选

择合适的物理单位：即使是把物理距离测量单位由米换成毫米这样简单的原因，也可以让球

形的云状点集拉长形状。此外，由于式 (18.1) 的优化涉及平方距离的总和，PCA对离群值敏

感。与大部分其他点相距很远的点贡献了大的（平方）距离，并使得方向向量的选择可能与离

群值被消去的情况有很大的不同。监督学习分类中，当 PCA 用于识别重要的特征时，其主要

局限制在于没有利用属性向量的类标签。最大方差的方向并不保证包含有助于区分的好的属

性，参见第 7 章有关属性选择和排序的内容。

计算成本与求解维数为 m×m的矩阵的特征值–特征向量问题相关。请注意，这与点数 n

是不相关的，因此，当初始坐标数目有限时，这个方法特别快，即使数据点的数量非常大。PCA

的更多细节可以在参考文献[72]中找到。

18.3 加权主成分分析：结合坐标和关系

正如前面所提到的，在某些情况下，数据的附加信息以（部分）实体之间的关系的方式给

定。例如，我们可能有一个类标签，使一些点对在同一个类中，我们也希望它们的投影距离比

较接近。或者，除了从原始数据坐标中获得的信息，我们还可以有附加的相异性信息。

好在我们可以扩展 PCA 方法来包含更多的信息。例如，可以最小化平方投影距离的加

权和： ∑

i<j

dij · (distp
ij)

2 (18.6)

如果权重 dij 很大，当相应的 distp
ij 也很大时，对将要最大化的函数的贡献也会很大。然后，

我们可以将 dij 解释成衡量点 i 和 j 在低维投影空间里相距很远时的重要性，称为相异性。

就像在未加权的情况下，现在可以给这个问题分配一个 n× n 的拉普拉斯矩阵 Ld：

Ld
ij =





∑n

j=1
dij 如果i = j

−dij 其他情况
(18.7)

而且矩阵 XTLdX 的 p 个最高的本征向量给定的方向矢量确定了最优投影。
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我们现在可以使用相异值来创建不同版本的 PCA。在归一化的 PCA 中，dij = 1/disti,j，

由此在优化中大大缩短了原距离。这可以用于提高原始 PCA 针对离群值的健壮性。

在有监督的 PCA 中，数据拍照所属的不同的类来标记。如果 i 和 j 属于同一个类，可以

将相异性 dij 设置为小值 ε，反之则设定为 1。权重指导着投影，而投影比让属于不同聚类的

点的距离尽可能远要更重要。如果 ε 是零，那么每个聚类的内部结构仅间接地根据聚类间成

员的关系设定。

18.4 通过比值优化进行线性判别

数量比值的优化带来了考虑类标签的投影数据点的其他可能方法。显然，比值的最大化

反映了分子最大化和分母最小化之间的折中。

让我们考虑一个 c向分类问题，标准情况是有两个输出类。费希尔分析找到一个向量 νF，

当原始矢量投影到该向量上时，不同类别的值会以最佳的方式分离开。

如果投影点的平均散度（scatter）归一化，而投影点的样本均值尽可能不同，可以得到一

个很好的分离。通过散度来区分对应于这一直觉，即重要的不是均值本身的分离，而在于：如

果数据值都离它们的均值足够近，那么它们的类可以被清楚地分开。如果数据分散使得大多

数值被混合在同一区域，即使均值分离，分类也几乎不可能。

令 ni 为第 i 类中点的数量，令 µi 和 Si 分别为均值向量和第 i 个聚类的有偏协方差矩

阵。矩阵 Swithin = 1
n

c∑

i=1

niSi 是类内平均协方差矩阵，而矩阵 Sbetween = 1
n

c∑

i=1

niµiµ
T
i 是类间

平均协方差矩阵。

从细节上来说，费希尔线性判别式被定义为线性函数 y = νTx，它最大化下面的这个比

值：
νTSbetweenν

νTSwithinν
(18.8)

考虑最大化类间与类内散度的比值：我们希望最大程度地分离各个类（比值中分子的作用，其

中依靠均值的投影），并保持聚类尽可能紧凑（比值中分母的作用）。

可以证明，费希尔准则的最大化对应着下式的最大化：

νTSbetweenν

νTSν
(18.9)

一个特殊而有趣的二分类例子见图 18-4，特殊化上述方程之后，费希尔线性判别式被定

义为线性函数 y = wTx，它最大化下面的准则函数：

分离(w) =
‖m̃1 − m̃2‖2

s̃2
1 + s̃2

2

(18.10)
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图 18-4 费希尔线性分类模型（三角形表示一个类，圆形表示另一个类）：左边的一维投影将

两个类混合在一块了，而右边的投影通过投影样本散度可以最佳地分开这两个类的

投影点

其中 m̃i 是投影点的样本均值 m̃i = (1/ni)
∑

y∈Classi
y，s̃2

i 是每个类投影样本的散度：s̃2
i =∑

y∈Classi
(y − m̃i)2。考虑最大化类间与类内总散度的比值，解是：

wF = (Sw)−1(m1 −m2) (18.11)

其中 mi 是第 i 类的 d 维样本平均值，Sw 是两个散度矩阵 Si 的和，Si 定义如下：

Si =
∑

x∈Classi

(xi −mi)(xi −mi)T (18.12)

费希尔线性预测的一个有趣的应用是用于神经网络的特征选择和基于监督学习的一般模

型建立技术。（参见下一节“用于特征选择的费希尔判别指标”。）

用于特征选择的费希尔判别指标

下面来考虑一个二分类问题（有两个输出的类），有 d 维输入向量。费希尔分析寻找向量

wF，当原来的矢量投影到它上面时，两个类的值以最佳的方式被分离开。该方法已在 18.4节

中介绍过。

让我们回忆一下，如果以投影点的平均散度来归一化，而投影点的样本均值尽可能不同，

就可以得到一个很好的分离。通过散度来区分对应于这一直觉，重要的不是均值本身的分离，

而在于：如果数据值都离它们的均值足够近，它们的类就可以被清楚地分开。如果数据分散

使得大多数值被混合在同一区域，即使均值分离，分类也几乎不可能。

现在可以根据式 (18.11)及式 (18.12)中定义的费希尔向量 wF 的第 i个分量的大小来评

判特征的重要性。识别费希尔向量最大的组成部分将启发式地确定用于分类的最相关的方向
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（坐标）。换句话说，如果一个坐标向量的方向与费希尔向量方向相似，那么投射到给定的坐

标轴可以近似地用于分类，而不是投影到原来的费希尔向量。注意，该准则是经验上的而不

是理论上的，因为它是基于线性投影的：在某些情况下，上述费希尔准则排名靠后的特征的

非线性组合在分类中可以做得很出色。

如果维数 d 非常大，式 (18.11)中的矩阵 Sw 的逆的数值求解可能有困难，第一个度量可

能不足以为这许多特征正确排序。

一种更简单但可能更有效的为特征 k 排名的判据称作费希尔判别指标，考虑沿特定方向

k 的向量 ek（处处为零，只有第 k 个坐标为 1），它测量式 (18.10) 中定义的“分离 (w)”值。

换句话说，我们想测量只考虑给定点第 k 个坐标的判别。

18.5 费希尔线性判别分析

上述原始费希尔法旨在找到单一的方向向量（单个投影）。为了找到 p 个方向向量，这个

想法可以推广到费希尔线性判别分析（LDA）这一常用技术，它基于下述比值的最大化：

max
ν1,··· ,νp

∑p

α=1
(να)TSbetweenνα

∑p

α=1
(να)TSνα

使服从 (να)TSνβ = δαβ , α, β = 1, · · · , p

(18.13)

尽管 LDA 使用广泛，但就像基本的 PCA，它对离群值很敏感，没有将类的形状和大小

考虑在内。更灵活的推广是基于最大化以下形式的比值：

max
ν1,··· ,νp

∑
i<j

dij(distp
ij)

2

∑
i<j

simij(distp
ij)

2

使服从 (να)TXtLsXνβ = δαβ , α, β = 1, · · · , p

其中 dij 是相异性的权重，simij 是相似性的权重（它们表示投影中两个实体在一起的倾向），

而 Ls 是对应于如下相似性的拉普拉斯矩阵

Ls
ij =





∑n

j=1
simij i = j

−simij i 6= j
(18.14)

将 (A,B)的广义本征向量问题定义为 Ax = λBx的解，式 (18.13)的最优解通过 (XTLdX,

XTLsX) 的 p 个最高广义本征向量给出。

除了数学细节，请务必记住，找到一个最佳的投影需要以定量的方式来定义什么是最优。

之前我们已经看到无监督方式（仅基于坐标）和监督信息（基于关系）的组合，以及将实例放

得近或放得远，不同偏好、不同权重的方法。
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当用户把聪明才智用在定义优化问题上时，剩下的就是由相应的乘法运算来推导一个

m×m的矩阵，以及使用高效的、数值上稳定的方式来解决一个 m×m的矩阵的广义本征向

量的问题。当然，若原始坐标数 m 是有限的，则该技术是非常快的，即使要投影的点的数量

非常大。

有趣的是，我们将在有关 Web 挖掘的第 25 章中再次遇到本征向量，用于网页排名。

梗 概

可视化（抽象数据的可视化表示）辅助人们的无监督学习能力，以从数据中获取知识。

由于可视化是为我们的视觉系统设计的，它们受限于我们视网膜上的两个维度（如果是立

体视觉，就是三个维度）。

一个将数据转换成二维景象的简单方法是通过投影。（实际上，如果是由一台计算机

来使用投影点，投影可以多于两个或三个维度。）正交投影可以直观地解释为从不同距离

来观察数据。

由于有数不清的方法来投影数据，优化就派上用场了，通过明确的目标来选择其中一

些方法。特别是主成分分析（PCA）确定一个正交投影，它使得投影的点在投影平面上尽

可能分散。尽管 PCA 很受欢迎，但它可能无法给出相关的见解：具有较大方差并不总是

意味着具有最多的信息内容，或最好的分割。

除了原始坐标之外，如果相互关系也是已知的（例如，知道某些点在相同或不同类），

它们可以用于修改 PCA，以获得更加有意义的投影。

当类标签都是已知的，费希尔判别进行数据投影，使得不同类别的投影均值的差与类

内散度的比值最大化。

炼金术士使用投影来混合粉状贤者之石与熔融的基本金属，使它们变成黄金。你可以

用投影来使企业更加成功，将原始数据点转换为珍贵的洞见。
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没有人是一座孤岛，可以自全 · · · · · · 任何人的死亡都是我
的损失，因为我是人类的一员；因此不要问丧钟为谁而鸣；它就

为你而鸣。

—— 约翰�多恩，1623

第 18 章介绍了基于线性投影的可视化，现在考虑提高无监督学习能力和从数据中获取

洞见的更一般的方法。假定要展示的 n 个实体不一定由内部坐标表示，而是仅由两个实体 i

与 j 的项与项之间（即外部的）关系表示，例如相异性 dij。如果实体确实有坐标，外部关系

可以通过如 15.2 节中所解释的简单的方法来获得。

然而，在一般情况下，外部相异性度量不能作为距离来计算，并且可能无法为每一对实体

都提供度量。针对这种情况，一个合适的模型是无向加权图 G(V, E)，由一组顶点（或节点）V

和边 E ⊂ V × V 确定。每个实体由一个节点表示，并且两个节点之间的连接 (i, j) 被标记为

dij，当且仅当相应实体间的相异性被定义，如图 18-1 所示。我们假设相似性为正，但不考虑

任何其他的假设（如三角不等式）。例如，市场上两种产品之间的相似性，可以通过对客户进

行抽样，并要求他们在给定分值范围内来评估产品相似性而得到。
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19.1 最小应力可视化

根据眼睛的工作方式，可视化仅存在于二维或三维中。因此，我们的目的是将实体放在

二维平面上（或三维空间中），使得它们之间的相互距离尽可能接近其相异性。在一般情况下，

一个服从所有相异性的完美放置是不可能的。因此，为了确定哪些放置是可以接受的，需要

一个明确的标准。

因此，接下来的问题是：给定一组实体之间的（正）相异性 dij，找到所有实体的二维或

三维的坐标 pi，使得实体便于放置，并尽可能保持原始相异性。最简单的方法是应力最小化，

应力是相对于原相异性由可视化引起的相异性压缩或拉伸。这一方法是直观的、物理的和实

用的，也是了解其他更为复杂的方法的起点。

一个直接的误差度量可以量化为平面上的距离相对于原来的相异性有多大差距。为简单

起见，下面来考虑二维可视化。

令 δij =
√

(pi − pj)T(pi − pj) 为实体 i 和 j 在平面上的坐标之间的距离。一个自然的

全局映射误差可以定义为个体平方误差的总和：
∑

(i,j)∈E

(dij − δij)2

缺失的边（相应的点对没有赋予相异性的值）对误差没有贡献。可以通过添加任意的权重 wij

来获得额外的灵活性，权重 wij 表示个体误差对总体应力的影响：

全局映射误差 =应力 =
∑

(i,j)∈E

wij(dij − δij)2 (19.1)

例如，若 wij = 1/d2
ij，人们考虑的则是相对误差 (δij − dij)/dij，而不是绝对误差。值 wij = 1

是默认值。

一个精确的解决方案能重现所有原始相异性 δij = dij，并获得零误差。低误差值意味着

许多距离往往与原始距离相当接近。换言之，现在这个问题是通过改变点的位置 pi，以最小

化全局映射误差测量。我们有在二维中放置每个点的完全自由，导致优化问题的维数非常大，

等于实体数目的两倍。现在的情况与第 18 章不同，当时我们用一个线性投影进行映射。

最小化以上全局映射误差有一个相关的物理模型，这也解释了目前为何广泛使用术语应

力来称呼被最小化的函数。每对点之间由一个弹簧连接，松弛时长度等于 dij，也就是所期望

的距离，弹性常数（抗形变能力）等于权重 wij。项 wij(δij − dij)2 可以认为是弹簧相对于松

弛长度被拉长或压缩而形成的势能。各点的初始位置可以随机选取，而且移动被约束在二维

中。系统将开始振荡，如果存在一些摩擦，振荡将逐渐衰减，从而使状态趋于稳定，整体的应

力函数达到一个局部最优点。

当然，物理系统可以用一台计算机模拟，从而形成所谓力控制的绘制图形方式。基于这

种方式的方法包括两个主要组件。第一个是量化绘图（或二维映射，如果你喜欢更技术化的
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术语）质量的模型。第二个是基于该模型的用于计算局部最优图形的优化方法。最终得到的

布局使系统达到平衡，因此每个顶点的合力为零，或等价地，顶点的位置使势能达到局部极

小值。

如果你不喜欢物理，但是喜欢数学，你可以忘掉摩擦力这样的物理细节，而专注于通过

梯度下降法来最小化应力函数：计算偏导数，使用优化方法，达到全局最优解。再说一次，优

化是力量之源！

图 19-1 是可视化的例子，它展示了对不同类型的登山活动感兴趣的朋友的社交网络。图

19-2 展示了一个议员的社交网络，根据他们议会活动的相似性自动可视化。注意主要政治团

图 19-1 应力最小化的二维可视化

图 19-2 社交网络分析：美国议员的可视化网络。两个政党（从聚类软件无法得到）呈现出

非常不同的两个类别（另见彩插）
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体是如何自动聚类的，这是鼓励将相似的人放在相似位置的一个有趣的副作用。通过一个焦

点和上下文的可视化，可以关注一个政治家（焦点）周围的局部连接网络，也可以看全部连接

（见图 19-3）给出的情境。因此，很容易就能从实体导航到邻居，再到邻居的邻居等，以同样

快速有效的方式来追踪复杂的关系。这种方法的另一种可能的应用是犯罪侦查。

图 19-3 浏览政治社交网络：一个政治家的网络

19.2 一维情况：谱图绘制

一个典型的例子是，将一组 n个点映射到一维，同时保持相似的点之间尽可能靠近。像往

常一样，需要定义想要最小化的那个量，这涉及一维映射的优度。令 xi 为分配给点 i 的一维

坐标（让 x表示所有这类的坐标向量）。20世纪 70年代首次提出的霍尔能量（Hall’s energy），

计算式如下：

EHall =
1
2

n∑

i,j=1

wij(xi − xj)2 (19.2)

此式的解释是将各个距离求平方（使得该函数可微，并且该微分可得出线性方程），并以

点对之间的相似性为权重将这些平方值求和。当 wij 很大时，(xi − xj)2 这一项对函数 EHall

有很大的贡献，因此该定义鼓励把类似点放在一起，以避免严厉的惩罚，即大的 EHall 值。通

过霍尔能量，相似性高的点对就能被放置在相近的地方。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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现在暂停一下，看看上述定义和解释中的一个严重的缺点。现在可以完全自由地为每个

点选择一个坐标 xi，这样就能通过选取非常小的坐标（或非常相似的坐标）使能量趋近于零，

但只给我们留下了一个平凡解：所有点都映射到相同的位置。这个定义可以修复，因为我们

感兴趣的不是坐标的绝对值，而是相对值。通常优化的绘图不应该依赖于选择米或毫米为单

位。因此，我们可以将 x 向量的长度固定为 1，于是问题变为：

最小化


 ∑

(i,j)∈E

wij(xi − xj)2


 (19.3)

使服从 ‖x‖2 = xTx =
n∑

i=1

x2
i = 1 (19.4)

为了方便，令 N(i) = {j|(i, j) ∈ E} 为节点 i 的邻居，deg(i) =
∑

j∈N(i) wij 为加权度。一

旦定义了一个图相关的拉普拉斯矩阵 LG：

LG
ij =

{
deg(i) i = j

−wij i 6= j
(19.5)

就可以得到霍尔能量 EHall = xTLGx。

能量和约束具有平移不变性。我们可以消除这个自由度，即令 x 的均值为零：
∑n

i=1 xi =

xT1n = 0（其中向量 1n 是全部为 1 的向量）。最后，一维优化分布可以用以下带约束最小化

问题的解来描述：
最小化 xTLGx

使服从

{
xTx = 1

xT1n = 0

通过标准的优化和线性代数的结果，只要图是连通的，所得能量的最小值就是所谓的代

数连通度，即 LG 的第二小的本征值 λ1（LG 是奇异矩阵，因此其最小本征值 λ0 = 0），同时

其解为对应的本征向量 v1，也称为费德勒向量（Fiedler vector）。这一结果是优雅的，值得拥

有一个鼓舞人心的名称：谱图绘制，或光谱分布。术语“谱”（spectral）与幽灵和恐怖电影无

关 ①，而与物理学中的本征向量和本征值相关，它们用于研究由一个辐射源（频谱）发射的能

量和振动模式的分布等。

但对于一维以上的空间，就做不到优雅了。让我们称第二个维度为 y。一个平凡的推广是

使得第二个向量坐标 y 与 x相同，但不是很有收获：所有点都会排列在对角线上，而不是一个

真正的二维图。为了得到更有用的结果，我们必须强制解决方案中的 y 坐标与 x 坐标不同。

一个合理的要求是令这两个坐标向量不相关（yTx = 0），从而使附加的维数能给我们一

些新信息，“新”是指它不线性相关先前的值，不是某个深层的信息论含义。现在关于 y 的问

① spectral 也有“幽灵般的”“鬼魅的”“无形的”的意思。—— 译者注

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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题就变成了：
最小化 yTLGy

使服从





yTy = 1

yT1n = 0

yTx = 0

潜在的困难是如何解决非常大的本征向量问题。用于计算主本征向量的多标度技术和迭

代技术可以提供帮助。

尽管以著名的线性代数结果来最小化简单函数的做法很优雅，但这不能保证分布的美观

性对应用户的喜好。尤其是该方法有可能将太多节点靠得太近，以至于几乎看不清，因为这

方面没有规定禁止。此外，也无法保证 y 坐标对应最佳的美学效果，因其不相关。

现实世界中的分布通常需要能量（需要最小化的函数），设计成与特定的偏好相吻合。通

过定义一个明确的能量，人们可以将对目标（所需的布局特征）的关注从对如何达到目标的

关注中分离出去。通过优化技术，我们至少可以得到近似的目标。

19.3 复杂图形分布标准

考虑下面的简单图连接矩阵，其中两个节点 i 和 j 连接，当且仅当矩阵项 (i, j) 为 1：



0 1 0

1 0 1

0 1 0




该矩阵对应于一个有 3 个节点的图，其唯一要求是，节点 2 到另外两个节点距离都是 1：

d12 = d23 = 1

从应力最小化方法的角度来说，图 19-4所示的分布都是完全等效的：若边不存在（例如，

节点 1 和节点 3 之间）则表明，如果需要进行优化的能量函数仅包含有关连接的项，相应节

点之间的相互距离是无关紧要的。

图 19-4 当几乎不存在限制时，最小化应力的几种等价形式
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当一个大图存在许多无关紧要的节点对时，情况就会更糟。图 19-5 显示了一个 30 × 30

的矩形点阵，其中只定义了最邻近的边（要求节点之间的距离是单位距离）。图 19-6显示了通

过最小化式 (19.1)获得的“最优”分布。许多退化的局部最优分布是存在的。它们可以通过类

似棋盘的方式，交替使用黑色和白色节点来获得，使黑色节点仅连接到白色节点，反之亦然。

一个一维的解决方案，是将所有黑色节点放在 x = 0，所有白色节点放在 x = 1，这样就能满

足所有的距离限制，使式 (19.1) 中定义的全局映射误差为零。

图 19-5 一个定义最邻近边的 30× 30 点阵

图 19-6 一个最小化应力视角下的“最优”分布，但不是理解网络结构的最优形式

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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通过为未连接的节点引入一个默认的较大距离，可以轻松解决这个问题。图 19-7 显示了

在同样的 30 × 30 点阵上的最优分布，它是由式 (19.1) 获得的，其中断开的节点 i 和 j 需要

较大的距离 dij = 20，还有非常小的权重 wij = 10−5。可以观察到，由于该分布先验上是未知

的，常常很难确定一个合适的默认距离。例如图 19-7 中，对于保持正确的分布，20 这一值过

小，它会使整个图形弯曲成球形。

图 19-7 限制缺失的第一种解决方案：引入默认的互斥力

第二种方法，如图 19-8 所示，是通过最短路径的计算补充距离矩阵。所有非直接连接的

节点间的距离设置为等价于节点之间的最短路径长度。例如图 19-5所示的点阵中，节点 1和

32之间有一个最短路径，长度等于 2（一横边加一纵边）。如果没有复制最短路径距离的要求，

就没有什么能禁止节点 1 和节点 32 在可视化中被放置得非常近。一旦这个要求被激活，这

种不好的行为会受到严厉的惩罚，节点则倾向于分散，从图 19-6的结构变成图 19-8的结构。

注意，该最小路径距离总是比网格分布中的欧几里得距离要大。作为一个例子，在两个

对角极端节点 1 和节点 900 之间的最短路径的距离为 (30− 1) · 2 = 58，而在网格分布中欧几

里得距离的期望是 (30− 1) · √2 ≈ 41.01，因此图 19-8 是个枕形分布。

根据额外的审美标准，可以最小化更复杂的函数生成不同结构的图，比如最小化交叉边

的个数、保证连接一个点的边的最小夹角（小夹角的可读性差）、或者允许曲边的存在等方案，

本章就不在此罗列了。在所有情况下，当定量地定义好一个平衡各种理想美学标准的合适的

折中方案后，我们就可以寻找一个有效的最小化算法（力量的来源），在很多情况下意味着寻

找一个近似但高效的算法。
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图 19-8 限制缺失的第二种解决方案：通过计算最短路径补充距离矩阵

梗 概

图形分布技术可用于可视化实体之间的关系。

如果相异性是已知的，在二维空间里绘制实体，使得类似的项彼此接近，对于识别组

（聚类）和组间的关系是重要的。

应力最小化诉诸某种物理模型。每个相异性值为 n维实体之间造了一根弹簧。目标是

通过挤压将网络“夹入”到一个平面上，同时最小化各弹簧的伸长或缩短程度。顺便说一

下，如果弹簧被刚性杆取代，挤压就会变得不可能：一般来说，不存在点映射到平面且保

持所有相异性值不变的精确解。如果你将每个点想象成参加聚会的人，那么每个人都在地

板上移动，远离讨厌的人，靠近喜欢的人。每个人同时都在移动，可能会让聚会（可视化）

变得非常紧张（次优）。

对于聚类，没有绝对最优的图（或网络）分布。通过优化定义目标（“最优分布”的定

量含义）的一个函数，然后确定最大化它们的最可能的映射。在确定合适的可视化方案之

前，人们经常尝试多种可能性。

社交网络分析被用来研究相互作用的人之间的网络。在企业中，员工之间的相似性可

以通过他们相互收发信息的数量来确定。如果你用这个指标来设计员工网络的分布，你很

容易就能识别在一起工作的同事的聚类：不同群体之间的连接可能会稀疏一些，而有些看

似不合群的人，也许非常专注，也许更喜欢打电话，也许⋯⋯对工作不太上心吧。
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心灵是用来点燃的火，而不是一艘用来装满的船。

—— 普卢塔克

考虑第 17章中无监督学习提到的国际机场的例子：你走过一个登机口，注意到说着不同

语言的人们分别聚集在一起，即使你不知道语言的名称。如果现在能够确定某些语言，比如

有人挥舞着国旗或者穿着他们国家的传统服饰，那么我们可以只选择那些已标记的人，然后

运行监督学习算法将语音特性映射到语言。

现在的问题就是：是否可以使用未标记实例中的信息来改进语言归类？我们注意到聚在

一起的人们往往说同一种语言（“羽毛相同的鸟聚集在一起”），并且如果同一聚类中的至少

一个成员说这种语言，可以尝试以相同的语言来标记一些语言未知的人。如果这一假设为真，

将大大增加实例的数目，并且可以提高训练的分类器的整体泛化能力。例如，幼儿与他们的

年长的已确定语言标记的父母聚类在一起，并且可以被添加到数据库中，这样即使是年轻人

的声音（通常频率更高）也可以被正确地分类。

以类似的方式，人们可以使用一些有标记数据，来协助无监督学习和聚类。这是半监督学

习的基本思想：使用已标记的实例，以及（一些）未标记的实例，以提高整体的分类准确率。
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如果假设有效，那么对于已标记实例稀缺和未标记实例丰富的所有情况，会得到一个非

常有价值的性能提升。想想网页上的例子：人工制作的标签是非常昂贵的，只有很小一部分

网页被标记。相反，有大量的未标记网页，并且数量还在不断增长。

20.1 用部分无监督数据进行学习

半监督学习（semi-supervised learning，SSL）同时使用监督和无监督的数据，以提高性

能。监督的标准形式是一些实例上的标记。在这种情况下，训练集 X 被分成已标记的部

分 XL = {x1, · · · , xl}（它们的标记 YL = {y1, · · · , yl} 是给定的）以及未标记的部分 XU =

{xl+1, · · · , xl+u}。
其他形式的监督的可以与提供给系统的约束或提示联系起来 [1]。例如，提示可以采取的

形式是“输出函数必须随着一个输入坐标的增加而增加”，而限制可以是“这两点必须在同一

类中”（必须链接）或“这两个点不能在同一个类中”（禁止链接）。

一个初步的想法起源于 20 世纪 60 年代[96]，即所谓的自学习或自标记方法，其中包装算

法反复使用一个监督学习方法。该方法一开始是在已标记的实例上进行学习。然后，一些附

加的未标记的实例通过使用当前训练得到的系统进行标记，并通过新添加的已标记实例来重

复学习。人们可以启发式地尝试给实例添加标记，使该标记具有最高的置信度。虽然有吸引

力，但所述包装算法的效果取决于所选的监督学习方法，并且不清楚自标记何时有效。

Vapnik介绍了一个与 SSL相关的上下文，作为直推学习。我们希望通过归纳学习得到的

预测函数适用于任意的输入，但是直推学习的目标只在于预测一套固定的测试点，而这需要

动用所有可用信息。通常，直推学习是基于数据的标记图表示，已标记的节点是已分类的训

练实例，边表示相似性/相异性的关系或约束。执行对标记的组合优化可以使全局一致性度量

最大化。

一般情况下，如果关于密度 p(x) 的无监督信息在推导 p(y|x) 时有用，那么 SSL 看起来

就很有希望。类比于监督学习中的平滑假设，半监督的平滑假设是说，如果高密度区域中的

两个输入点 x1 和 x2 彼此接近，相应的输出 y1 和 y2 也应接近。根据传递性，如果两个点由

高密度区域中的一条路径连接（它们属于相同聚类），那么它们的输出应该接近。如果是在低

密度区域中，对输出类似的要求就不那么严格了。

如果我们将无监督学习等同于聚类，聚类假设是说，如果两个点都在同一个聚类中，那

么它们很可能属于同一类。这种情况下，使用未标记的点有助于以更高的准确率来找到聚类

间的边界，进而提升满足上述假设的整体分类。

一个等价的阐释是低密度分离假设：不同类别之间的边界应该处于低密度区域，并且应

该不会分开单个聚类，如图 20-1 所示。

上述假设与国际机场的类比关系非常密切：如果一个人想区分不同的语言，他最好不要

分开聚在一起的人，而要在空白区域绘制边界。
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图 20-1 低密度分离假设。尽管界限 A 能完全区分两类，但是界限 B 更好，因为它穿过了一

个低密度区域。未标记的数据会产生一个更好的分类器

还有一种不同的范例，假设数据近似地处于一个低维流形上，如图 20-2 所示。流形

（manifold）是一种数学空间，它在足够小的标度上，类似于一个特定维数的欧几里得空间，

这一维数称为流形的维数。例如，一条线和一个圆是一维流形，一个平面和一个球面（球的表

面）是二维流形。更正式地说，一个 n 维流形的每个点有一个邻域同胚于 n 维空间 Rn 上的

一个开子集。先确定一个流形可以避免维度诅咒（非常高维的输入数据），大多数数据都在这

个流形上。然后流形上的测地线距离给出一个合适的度量，并且在这个低维流形上考虑标准

的平滑性假设。如果有更多的可用数据，人们就能更好地识别应用于监督学习中的相关流形

和相应的度量（例如最近邻分类器，所说的邻近度是通过流形上的测地线距离给出的）。

图 20-2 测地线距离可以帮助我们区分在一个流形上的两类
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20.1.1 低密度区域中的分离

一些 SSL 的技术的基础是激励类之间（决策边界）的分离通过低密度区域，并远离大多

数数据实例。

一个直接的算法可通过采用类似 SVM 的边缘最大化算法得到，无论是已标记还是未标

记的实例，它都会最大化边界，这就是所谓的直推 SVM（TSVM）。被最小化的函数需要加

上如下一项：

λ2

∑

未标记数据 i

(1− |f(xi)|) (20.1)

其中 f(xi) 是分类函数，其值大于 1 时属于一类，小于 −1 时属于另一类。当 f(xi) = 0 时，

该函数引入的惩罚是 λ2，并且当 f(xi) 变为 1 时，或者在另一个方向上，当 f(xi) 变为 −1

时，它线性地变为 0（惩罚是以 0 为中心的三角形式）。换句话说，如果未标记的数据点落在

“灰色”边界区域里，即 |f(xi)| 6 1，就会导致惩罚：无标记的数据往往会引导线性边界线远

离密集区域。对应的问题是非凸的，因此必须采用健壮的启发式优化方案，例如确定性退火

（deterministic annealing）策略，它从一个简单的问题开始，并逐步将其转化成 TSVM 优化函

数[99]，或者参考文献[35]中的延续方法，它按照类似的范式：首先优化该函数的“简化”版本，

然后逐渐引入越来越精细的细节。

20.1.2 基于图的算法

基于图的方法依赖于将问题表示成图，其中节点对应于实例，边以两个节点 i 和 j 的成

对相似性 wij 为标记。像往常一样，我们可以从相似性的角度，也可以从相异性/距离的角度。

两点沿流形的测地距离的近似值，可以通过从初始成对距离导出点对之间的最短路径距

离得到。

接下来引入矩阵 W 表示相似性，若边存在，则 W ij = wij，否则为零，且存在对角度矩

阵 D 使得 Dii =
∑

j wij。

激励轻边的平滑性（连接的节点相似则平滑）的基本方法，与定义和使用图的拉普拉斯

算子相关。归一化的 L 和非归一化的组合图拉普拉斯算子 L 定义为：

L = I −D−1/2WD−1/2 (20.2)

L = D −W (20.3)

图的拉普拉斯算子可以追溯到更传统的拉普拉斯算子（表示为 ∇2），用于连续函数

f(x1, · · · , xn)：

∇2φ =
n∑

i=1

∂2f

∂xi
2

(20.4)

事实上，点阵的拉普拉斯矩阵，当应用于顶点上 f 的值时，对应于点的规则网络上的连续算

子的有限差分近似。图的拉普拉斯矩阵可以看作点阵定义的一般化。
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函数 f 在点 x 上的拉普拉斯算子 ∇2f(x) 等于一个与维度相关的常数，是函数 f 在以

x为中心的球面上的平均值随着半径的增加而偏离 f(x)的速率。0表示这个球面上的平均值

等于中心的函数值。

拉普拉斯算子出现在物理学中的动机是，∇2f = 0的在一个区域 U 内的解是使狄利克雷

能量泛函（Dirichlet energy functional）稳定的函数：

E(f) =
1
2

�
U

‖∇f‖2dx (20.5)

平滑行为是显然的：人们旨在找出局部最优配置，来最大限度地减少梯度模的均方。从

优化的角度我们再次澄清了意义。

为点阵上的上述 ∇f = 0 方程求解的迭代方法，是对于点阵中的每个点，反复地以它的

邻居的加权平均值来代替它的值。

图上也可以有类似的平滑行为，我们的目标是得到的图上的值的分布，以使得在节点处

的值等于其相邻值的加权平均。

图 20-3 通过图中相邻点的平均值计算未知点的值

参考文献[120]中提出了一种采用高斯场和谐波函数的半监督学习。高斯场的分类算法可
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以看作最近邻方法的一种形式，其中最接近的已标记实例是由一个图中的随机游走来计算。这

一方法的公式涉及电子网络和谱图理论。该问题表示为图，其中一些节点标记为 y ∈ 0, 1（为

简单起见，采用二进制标记）。加权边表示相似性：wij 会很大，如果实例类似。例如 wij =

exp{−‖xi − xj‖2A} 就是一个合适的度量。该策略先计算出所有节点的一个“平滑”实值函数
f，然后基于 f 值赋予标记。相似点具有相似的值，这一“平滑”的愿望表示为最小化二次能

量函数：

E(f) =
1
2

∑

i,j

wij(f(i)− f(j))2 (20.6)

最小能量函数是和谐的：对于未标记的点，它满足 Lf = 0；对于已标记的点，则等于其标记

的值。L 是之前定义的图上的拉普拉斯算子，而和谐的特性意味着 f 在未标记的点上的值等

于相邻点 f 值的加权平均：

f(j) =

∑
i
wijf(i)

∑
i
wij

(20.7)

用矩阵表示法：f = P f，其中 P = D−1W。这与相似关系中的平滑的直观概念是一致的。图

20-3 展示了基于图的平滑操作。

一个简单的规则是，若 f(i) > 1/2，则将节点 i 标记为 1，否则为 0。

与随机游走的联系如下：想象一个行走的人从一个未标记的节点 i 开始，并以概率 P ij

移动到邻近点 j。遇到第一个已标记点时，游走停止。于是，f(i) 是停止在一个标记为 1 的节

点的概率。

电子网络解释如下：标记为 1 的节点连接到正电压源，标记为 0 的节点接地。边是电导

为 wij 的电阻。然后 f 是未标记的节点上产生的电压，使得能量耗散最小化。把类的先验知

识（这两个类的理想的比例）通过修改节点标记的阈值加入。参考文献[120]中描述了从已标

记和未标记的数据中学习权重矩阵 W 的可能方法。

20.1.3 学习度量

一些半监督算法按两个步骤进行：首先通过对所有数据（忽略标记的存在）的无监督步骤

来确定一个新的度量或表示法，然后使用新确定的度量或者表示法来执行纯监督学习阶段。

这两个步骤实际上是在实现半监督平滑假设，通过确保新的度量或表示满足在密度高的

区域距离小的条件。

注意，某些基于图的方法与这种处理方式密切相关：根据数据进行图的构建，可以看作

一个无监督的表示法变化。

20.1.4 集成约束和度量学习

许多情况下，当处理有一个以上变量的优化问题时，可以采用序列方法。它首先针对第

一个变量求最小值，然后针对第二个变量（保持第一个变量不变），等等。相比于同时考虑所



180 第 20章 半监督学习

有这些变量，这种序列方法给出的结果一般都需要改进。这一点很清楚，因为同时考虑所有

变量使得在输入空间移动的自由度增加：第一种情况下，只能沿着坐标轴移动；第二种情况

下，可以自由地在输入空间内移动，寻找局部最优点。

这同样适用于 SSL。例如，参考文献[24]中的工作展示了如何结合约束和度量学习来进行

半监督聚类。

基于约束的聚类方法从点对之间的必须链接或禁止链接的约束（即两个点属于或不属于

同一个聚类的要求）开始，在需要最小化的目标函数中加入违反约束的惩罚。顺便说一下，约

束可以来自标记，也可以来自其他信息源。例如，欧几里得 K 均值算法将点分成 k 组，使得

函数 ∑

i

‖xi − µli‖2

局部极小化。其中，向量 µli 是点 xi 所属聚类的中心点，即到 xi 最近的那个。

如果知道必须链接点对M 和禁止链接点对 C 这两个集合，就可以激励一个满足约束的
中心点的摆放，只要违反了M 中的某个约束，就加上惩罚 wij；同理，只要违反了 C 中的某
个约束，就加上惩罚 wij，这样就得到以下需要最小化的函数（“成对约束K均值”）：

Epckmeans =
∑

i

‖xi − µli‖2 +
∑

(xi,xj)∈M且li 6=lj

wij +
∑

(xi,xj)∈C且li=lj

wij (20.8)

成对约束也可用于度量学习。如果以对称正定矩阵 A 参数化度量如下:

‖xi − xj‖A =
√

(xi − xj)TA(xi − xj)

问题就变成了确定矩阵系数的相应值。如果该矩阵是对角矩阵，问题就变成了确定不同属性

的权重。

约束代表用户对相似性的看法：通过最小化必须链接的实例间的距离，同时最大化禁止

链接的实例间的距离，相似性可以用来改变度量，以反映这种观点。度量被修改之后，人们可

以使用像 K 均值这样的传统聚类算法。

要求在整个空间中使用单个度量也许是不恰当的，对于每个 K 均值聚类 h，可以用不同

的度量 Ah。参考文献[24]中的 MPCK-MEANS算法采用期望最大化方法，见 15.3节，也改变

了 E 步骤（期望步骤）的聚类分配，以及 M 步骤（最大化步骤）的中心点估计和度量学习。

约束在聚类初始化以及把数据点分配给聚类时使用。每次迭代期间，基于当前聚类分配

和约束违反的情况，距离度量通过重新估算 Ah 进行调整。参考文献[75]是一篇有趣的讨论文

本文档的度量学习的论文。关于半监督学习的更多细节可以在参考文献[36]和参考文献[119]中

找到。
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梗 概

许多情况下，已标记的实例稀缺且难得，未标记的实例却很多，它们平时沉睡在商业

数据库里或网页上。

半监督学习方案同时使用可用的已标记实例和未标记实例，以提高整体的分类准确

率。

所有实例的分布可以用于激励 ML分类方案，从而创建类别之间的穿过低密度区域的

边界（直推 SVM）。

如果问题以图来建模（实体和以距离标记的关系），图上的平滑操作可以用来使一些

已标记节点的信息传送到相邻节点（图的拉普拉斯算子）。

实例的分布可以用于学习一个度量，而度量是继续进行监督学习的关键组成部分。

一个外星人到了地球上，在征服我们之前，可以先结合网页上不计其数的信息，加上

从人类笔友（或像雅虎一样的目录）那里获得的一些已标记信息，以密集的方式学习了解

人类文明。地球上的企业使用类似的技术来挖掘数据和征服更多的客户。



 



第三部分

优化：力量之源



第21章 自动改进的局部方法

我要去走走 —— 在这个世界上；

直到我的脚 —— 不再让我走下去；

是的，我就是要去走走 —— 并将走得更远。

—— 梅西�格雷和祖凯罗�福尔纳恰里

很多问题都可以转换成替一个合适的目标函数寻找最优值的问题，当然是在某些约束的

前提下。如果你正准备买房子，你会有预算和一些目标，比如房间数、邻里情况、景致、离工

作地点的远近、学校等。如果你正在寻找一个伴侣，你的目标可能会是智慧、美丽、在一起的

感受等。如果你正在经营一个公司，在给定人力资源和设备等约束的前提下，你会把目标定

在最大限度地提高利润⋯⋯你可能会注意到，定义适当的目标函数，这本身就不是一份简单

的工作（想想你对于伴侣的偏好函数）。然而，一旦完成了这个关键的前期工作，剩下的重任

就是最小化或最大化这个函数。这个函数将自变量映射成输出值。最大化意味着找到使得输

出值最大的输入值。

函数的优化方法是解决大多数问题和进行决策的力量之源。这一重要性有些时候很明显，

有些时候又没那么明显，无论如何，我们都有合理的动机去理解这些基本思路和工具。这一
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主题对于学习和智能优化（LION）方法尤其有意义，因为 LION 结合了数据挖掘、建模和交

互式问题解决和优化。虽然使用该技术之前，底层的方法并不是非知道不可的，但掌握这些

基础有助于更快和更有效地做出选择。

现在考虑以下相关问题。

• 非线性方程组的问题，即求解一组非线性方程组（所有函数 fi 都包含在向量 F 里）：

给定 F : Rn −→ Rn

求 x∗ ∈ Rn 使得 F (x∗) = 0 ∈ Rn

若解 x∗ 存在，则它最小化
∑n

i=1(fi(x))2。这是显而易见的，因为平方和非负，并且当

且仅当所有函数值为零时，它等于零。

• 无约束的最小化：

给定 f : Rn −→ R

求 x∗ ∈ Rn 使得对于任意 x ∈ Rn 满足 f(x∗) 6 f(x)

满足上述条件的一个点 x∗ 被称为全局最优，根据定义，它是该问题最有可能的解：不

存在更好的其他解。

本章中会介绍带有连续变量（实数）的优化函数的一些基本和传统的方法，并演示它们

的收敛性。

如果你不喜欢数学，你可能想跳过这一部分而继续下面的内容。下面的章节更务实，会

谈论离散问题的局部搜索和反馈搜索优化（第 22章的 RSO）、连续和合作优化的 RSO（第 23

章的 CoRSO）以及多目标优化的 RSO（第 24 章的 MORSO）。

21.1 优化和学习

学习和优化技术之间有很强的联系。

一方面是把优化用于学习，从一类模型中选择与数据最为一致的那个（最能解释观察到

的数据那个）。例如，常用于曲线拟合和监督学习的“差的平方和”。当然，学习的最终目的是

泛化，但这仅意味着需要被最小化的函数将包含更多部分，考虑到模型的复杂度，因此简单

的模型比复杂的模型更受青睐。

另一方面是把学习用于优化，某些形式的学习也用于高效优化算法。“学习”方式的基

本例子，虽然发明者没有使用这个术语，但可以在连续优化的标准技术中找到。这些技术中

构建了局部模型（通过使用函数及其导数的局部信息得到），它的合法性被限制在当前点周围

（模型信赖域法）。无论模型还是信赖域（trust-region）通常都通过寻找局部极小来调整。
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虽然这些技术传统上与连续优化相关联，但同样的原理——通过优化学习一个局部模型

（或者根据实例和局部特性调整的参数）——可以用于不同的离散（组合）优化，参见第 22章

所描述的局部搜索和反馈搜索优化（RSO）技术 [8]。

很多方法的主旨（leitmotiv）是从一个试探性的解开始，通过一系列步骤进行修改，从而

找到最终解。在每一个步骤里，我们为被优化的函数构建一个局部模型，并将这个模型用于

局部移动，对试探性的解进行微调。因此，该方法缺乏大局观，不能保证收敛到全局最优。然

而在实践中，虽然有局部极小值的存在（会使得局部搜索器卡住），但瑕不掩瑜，梯度下降、

局部搜索以及其他相关技术仍然可能是最简单和最成功的解决问题的方法。

现在来看，在连续函数中，一个从给定实例的优化中习得的灵活（带参数）局部模型的原

理如何起作用。下面各节目的是让大家见识连续优化的最基本和最成功的范例，重点在于直

觉而非数学细节。数学细节可在参考文献 [42] 中找到。

此时需要区别将被最小化的函数的可导性。在现实世界中，函数大多是不可导的，事实

上许多例子中输入与输出的对应关系是非连续的，或者输入就是离散的（比如整数）。如果尝

试询问一个商人其利润的导数，以作为重要业务决策的函数，估计你将得不到任何答案！

如果你恰好要处理一个实数函数 f(x)，并且它是连续可微的，那么可以使用一系列标准

方法。下面首先特别总结了一维的最优化方法（21.2 节），然后回顾了多维空间下最优化模型

的求解技巧（21.3节），最后介绍了使用求解模型技术来最优化多变量非线性函数（21.4节）。

如果你不巧要处理一个不能求导的函数，那么你可以跳过前几节，只使用基于函数计算

的方法，就像 21.5 节或者第 23 章和第 24 章中介绍的方法。

21.2 基于导数技术的一维情况

一维的情况可能更加直观，因此我们先考虑一些一元函数的经典结果。一个历史悠久并

继续影响当今的找到可微函数 f(x)零点的基本方法，是从一个离目标值足够近的点开始，进

行如下两个步骤的迭代：

(1) 找到一个局部可解模型；

(2) 解这个模型。

围绕当前点 xc 的局部模型可以由前三项的泰勒级数近似（Taylor series approximation）

得到：

f(x) = f(xc) + f ′(xc)(x− xc) +
f ′′(xc)(x− xc)2

2!
+ · · ·

或者通过牛顿定理：

f(x) = f(xc) +
� x

xc

f ′(z)dz ≈ f(xc) + f ′(xc)(x− xc)
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因此，围绕当前估计 xc 的一个局部模型（实际上是仿射模型）是：

Mc(x) = f(xc) + f ′(xc)(x− xc)

通过寻找这一模型的根，人们能够得到当前估计对应的下一个值 x+ 的式子（从 xc 到 x+ 的

局部步骤），如图 21-1 所示：

x+ = xc − f(xc)
f ′(xc)

图 21-1 牛顿法的局部模型

如果函数是线性的，收敛就可以一步完成。如果函数不是线性的，让我们来学习牛顿法

的局部收敛（local convergence）性质：证明，如果从一个离根足够近的点 xc 开始，那么总会

收敛到这个根。这个证明基于对模型的线性性缺失限制（bounding the lack of linearity），以及

每一步都会使当前点距目标根的距离减少（contracted）。

线性性的缺失，或者使用该模型造成的误差是：

f(x)−Mc(x) =
� x

xc

[f ′(z)− f ′(xc)]dz

现在需要限制函数值的变化，令其正比于其输入的差异。

定义 1（Lipschitz continuity，李普希茨连续性） 一个函数 g 是以常数 γ 在集合 X 上

李普希茨连续的（g ∈ Lipγ(X) ），如果对所有 x, y ∈ X，有：

|g(x)− g(y)| 6 γ|x− y|

引理 1 假设 f ′ ∈ Lipγ(D) 定义在开区间 D 上。那么对于任意的 x, y ∈ X：

|f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x)| 6 γ
(x− y)2

2

证明

|f(y)− f(x)− f ′(x)(y − x)| =
� 1

0

[f ′(x + t(y − x))− f ′(x)](y − x)dt
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根据三角不等式和李普希茨连续性：

6 |y − x|
� 1

0

γ|t(y − x)|dt = γ|y − x|2/2

现在可以证明一维牛顿法的收敛定理。图 21-2 可以辅助理解这个证明。

图 21-2 当起始点 x0 离 x∗ 很近时，可以保证收敛

定理 1 在开区间 D 上，令 f : D −→ R，f ′ ∈ Lipγ(D)（李普希茨连续性），在 D

上，|f ′(x)| > ρ（导数有一个离开零点的界）。

如果 f(x) = 0 有一个解 x∗ ∈ D 并且起始点 x0 足够近，那么这个解可以用牛顿法找到。

如果存在 η > 0 使得 |x0 − x∗| < η，那么序列

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

存在并且收敛至 x∗。另外，

|xk+1 − x∗| 6 γ

2ρ
|xk − x∗|2

证明 找到一个起始的球（ball）满足：

|xk+1 − x∗| 6 τ |xk − x∗| ，τ ∈ (0, 1)

这也意味着点将留在这个球内：

x1 − x∗ = x0 − x∗ − f(x0)
f ′(x0)

= x0 − x∗ − f(x0)− f(x∗)
f ′(x0)

=
1

f ′(x0)
[f(x∗)− f(x0)− f ′(x0)(x∗ − x0)] =

1
f ′(x0)

[f(x∗)−M0(x∗)]
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其中基于 x0 的仿射模型在 x∗ 上的误差被限制在 γ
2 |x0 − x∗|2。因此，

|x1 − x∗| 6 γ

2|f ′(x0)| |x0 − x∗|2 6 γ

2ρ
|x0 − x∗|2

如果 γ
2ρ |x0 − x∗| < 1，或者

|x0 − x∗| 6 2ρ

γ
τ

距离就会缩小，并且如果从一个半径为

η = τ
2ρ

γ
（可能缩小以适合区间 D）

的球开始，距离也会缩小。

上面的定理确保了一个快速（二次）收敛，前提是从一个距离目标根足够近的位置开始。

如果已经得到了足够好的近似解，情况会是如此；然而，一般来说开始的位置是非常远的，并

且无法保证这一起始点经过这些步骤之后会最终得到目标解。

这一问题是全局收敛（global convergence）。在现实中，由于缺乏强有力的保证，就将很

多方法混合起来，当牛顿法可行时就用牛顿法，否则就回到某个相对较慢但是安全的全局方

法，比如二分法（bisection），如图 21-3 所示。

图 21-3 二分法示意图

二分法通过将一个起始区间（从 l0 到 r0）细分为两部分来寻找一个连续函数的根，过程

中观察 f 在中间点的值，并且只继续搜寻左或右子区间（当然要确保所选的子区间包含根）。

二分法简单而有效，并且它在一个对数步骤内收敛。然而，这一简单的方法很难扩展到一维

以上的情况。

图 21-4 描述了回溯（backtracking）的思想：如果牛顿法的步骤走得太远，超过了根的区

域，就可以调转方向回到离根更近的位置。我们从点 xN 朝着起始点 xc 移动，直到找到 x+

使得 |f(x+)| < |f(xc)|。
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图 21-4 回溯：牛顿法的每一步都有方向

混合方法的一个通用模式是结合全局收敛性和局部快速收敛性，如图 21-5 所示。我们可

以首先尝试牛顿法的步骤，但要确保这一迭代减少距离解的某种度量。

图 21-5 混合拟牛顿法示意图

21.2.1 导数可以由割线近似

如果导数无法计算或很难计算，那么可以用通过这两个点的割线（secant）近似（以一个

有限差分近似）。这一割线法使用前一迭代 x− 如下：

ac =
f(xc)− f(x−)

xc − x−

对此，有一个收敛定理成立，虽然收敛速度现在慢一些（线性）。

定理 2 对于开区间 D，令 f : D −→ R，f ′ ∈ Lipγ(D)（李普希茨连续性），在 D

上，|f ′(x)| > ρ（导数有一个离开零点的界）。

如果方程 f(x) = 0 有一个解 x∗ ∈ D, 那么存在正常数 η, η′ 使得，如果 0 < |hk| 6 η′ 且

|x0 − x∗| < η，则序列

xk+1 = xk − f(xk)
ak

, ak =
f(xk + hk)− f(xk)

hk

q- 线性性收敛至 x∗。

我们认识到，基于导数的方法可以用作开发无导数的方法的起始点。这些近似会牺牲一

些效率，但收敛还是可以保证的。



21.3 求解高维模型（二次正定型） 191

21.2.2 一维最小化

直到现在，我们都在讨论求根，使得函数 f 的值等于零。为了最小化一个可导的函数，我

们从这个必要条件开始
①
：最小值必须满足 f ′(x∗) = 0。所有的工作就是找到导函数的一个

根，并且我们已经知道了如何解决这一问题！可以用混合牛顿法，加上要求 f(xk)递减。用一

阶导数 f ′ 代替原始函数 f，可以得到：

x+ = xc − f ′(xc)
f ′′(xc)

注意，f ′ 的仿射模型隐含着 f 的一个围绕 xc 的二次模型：

mc(x) = f(xc) + f ′(xc)(x− xc) +
1
2
f ′′(xc)(x− xc)2

这一迭代将会局部收敛，并且如果 f ′′(x∗) 6= 0 且 f ′′ 在 x∗ 附近满足李普希茨条件，那么

它会 Q–二次收敛到 x∗。如果有必要，可以一直回溯到 f(x+) < f(xc)。

21.3 求解高维模型（二次正定型）

采用局部二次模型进行优化之前，让我们把动机变得更强，确保这些局部模型其实是可

以解决的。现在考虑多元函数。解决局部二次模型相当于解决一个二次型。图 21-6 展示了二

次正定型（quadratic positive-definite form）的一个例子。

现在，牛顿法要求该模型的梯度等于零。给定一步 s，对应的二次模型是：

Q(s) =
n∑

i=1

gisi +
n∑

i=1

n∑

j=1

Hijsisj ≡ gTs +
1
2
sTHs

求得梯度以后，我们要求：

∇Q(s) = 0 = g + Hs (21.1)

HsN = −g （牛顿方程） (21.2)

这一线性方程组可以通过对一个复杂度为 O(n3) 的矩阵求逆来求解。②

① 充分条件是 f ′′(x∗) > 0 , 比如使用带余项的泰勒展开式：

f(x)− f(x∗) = f ′(x∗)(x− x∗) +
1

2
f ′′(x̄)(x− x∗)2

② 实际上，如果使用更细粒度的技术，矩阵求逆的复杂度可以为 O(nlog2 7)，甚至更小。但由于复杂度和数值计算

的问题，实际上通常不会使用这种方法。
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由于计算机的计算精度有限，需要处理数值稳定性（numerical stability）问题：一些技术

会积累误差，这一现象很危险，很可能使得得到的数值解与精确的数学解（只有当计算机可

以用无限精度来表示实数时才可计算）非常的不同。

病态（ill-conditioning）是用于度量数值解对数据变化的敏感程度（由于有限精度的计算）

的术语。图 21-7 展示了一个二维的例子（两个相似的方程对应平面上几乎平行的直线）。

图 21-6 含有两个变量的二次正定型 f

图 21-7 病态：数值解对于数据变化非常敏感，该图中两个线性方程十分相似，稍微改变线的方

向将会极大地影响数值解

从细节上来说，人们给矩阵 H 定义了条件数 κ(H) = ||H|| ||H−1||，其中 || ∗ || 是由向量
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范数 ‖H‖ = maxx(‖Hx‖/‖x‖) 导出的矩阵算子范数。条件数是 H 导出的最大与最小拉伸的

比值。它度量除去其他影响之外的以有限精度运算时的线性系统解的敏感性。如果一个线性

系统 Hx = b 以如下的方式被扰动，添加一个正比于 ε 的误差：

(H + εF )s(ε) = g + εf (21.3)

那么解中间的相对误差可以有如下的界：

‖s(ε)− s‖
‖s‖ 6 κ(H) (

‖εF‖
‖H‖ +

‖εf‖
‖g‖ ) + O(ε2)

关于对称正定矩阵，楚列斯基分解（Cholesky factorization）可以帮助我们找到一个十分

稳定的三角分解。将 H（对称且正定）写为：

H = LDLT

其中 L 是单位下三角矩阵，D 是正元素的对角矩阵（LDLT 分解）。

因为对角元素是正的：

H = LD1/2D1/2LT = L̄L̄
T = RTR

其中 R 是一般性的上三角，所以楚列斯基因子也是 H 的“平方根”，是通常的平方根在矩阵

上的一次扩展。

R 可以通过矩阵中的元素相等来计算：



a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann


 =




r11

r21 r22
...

...
. . .

rn1 rn2 . . . rnn







r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n

. . .
...

rnn


 .

我们为元素 (1,1) 列出等式：

a11 = r2
11, r11 =

√
a11

接下来为第一行列出等式：

a12 = r11r12, a13 = r11r13, · · ·
第一行结束以后，开始第二行，元素如下：

a22 = r2
12 + r2

22

上述过程需要大约 1
6n3 次乘法和加法，以及 n 次求平方根（如果用 LDLT 就可以避免求平

方根）。R 中的元素不会急剧增长，因为下式总是成立：

akk = r2
1k + r2

2k + · · ·+ r2
kk
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现在，原式变成了：

RTRs = g (21.4)

这个式子可以用向后替代法求解（不断求解变量，并将其带入剩下的方程中）。以如下的方式

剥离因子：

RTs1 = −g 使用向前替代 (21.5)

Rs = s1 使用向后替代 (21.6)

解方程的成本是 O(n2)，因此显性成本是在分解的步骤中。

21.3.1 梯度与最速下降法

在很多情况下，如果线性系统非常大，通过矩阵求逆来找到二次模型的最小值既不是最

高效也不是最健壮的方式。这种情况在机器学习中十分频繁。另外，很多时候二次偏导矩阵

H 难以计算，或者计算成本太高。

针对上述情况，梯度下降法（gradient descent）提供了一个简单可行的策略，它朝着局部

最优逐渐改进一个初始解。

如果梯度不为零，并且朝着负梯度的方向移动：

x+ = xc − ε∇f

考虑 f 的泰勒展开式 (4.4)，那么存在一个足够小的 ε，使得函数值下降，即 f(x+) < f(xc)。

尽管比较粗糙，并且需要小心谨慎地选择一个小的 ε 值，但是上述技术在很多领域中都发挥

着作用（例如在第 9 章中所介绍的训练神经网络的流行算法，即误差反向传播方法）。

最速下降法（steepest descent）的解释非常自然和直观。在某个表面上的一滴水，会根据

局部的梯度流向局部最低处，至少大概情况是这样的。滑雪的人，就像图 21-8 中那样，都对

最速下降法有着深刻的体会，并且必须让滑雪板与最速下降的梯度垂直来停住。最速下降的

离散版本将在第 22 章以局部搜索的形式进行讨论。其思路是搜索过程首先在邻域中对函数

值进行抽样，然后再决定走哪一步。在这些过程中，没有用到全局视野，只有局部信息。

除了作为下降方向，众所周知的是，负梯度 −g 也是最快的下降方向。有一个表面上似乎

可靠的方法，是通过沿着以下梯度进行一维的最小化：

min
t

Q(xc − gt)
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图 21-8 两位梯度下降法的专家在意大利特伦托附近的雪山上

可惜，这种直觉是错误的：很多情况下，把力气花在沿着梯度进行最小化上，不是解决最

小化问题的最优方法。

问题在于，当矩阵是病态的时，梯度方向将不会指向最优解，反而会越来越指向一个垂

直的方向！二维空间里的病态能被可视化：等高线被朝着某个方向拉伸，见图 21-9。当沿着梯

度前进时，轨迹会变得蜿蜒曲折，使得到达最小值的时间增加。

图 21-9 当搜索最小值的时候，梯度有时并不是合适的方向

可以证明，如果用最速下降法来最小化一个二次函数 Q(s) = gTs + 1
2sTHs（H 是对称

且正定的），收敛可能会非常缓慢。用条件数 κ 来具体解释，当 κ 增加时，当前值与最优值之

间的距离在每一次迭代时都要乘以一个接近 1 的数：

|Q(sk+1)−Q(s∗)| ≈
(

ηmax − ηmin

ηmax + ηmin

)2

|Q(sk)−Q(s∗)|

≈
(

κ− 1
κ + 1

)2

|Q(sk)−Q(s∗)|

如果允许我们打一个牵强的比方，上述情况对生活有些指导意义：如果总是按照贪心法
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的方式，以局部最优方向上的最小化为目标，可能会失去更多“全局”的机会。

21.3.2 共轭梯度法

非干扰方向这一概念是将共轭梯度法用于最小化的动机。两个方向是关于矩阵 H 互相

共轭（mutually conjugate）的，若有

pT
i Hpj = 0，i 6= j (21.7)

沿着方向 pi 最小化，之后这个极小点处的梯度将会垂直于 pi。如果接下来的最小化沿着方向

pi+1，那么沿着这一梯度方向的变化是 gi+1 − gi = αHpi+1（对于某个常数 α）。这个矩阵 H

其实是黑塞（Hessian）矩阵，即包含二次导数的矩阵，并且在二次的情况下，这一模型恰好是

原来的函数。现在，如果式 (21.7) 成立，这一变化将垂直于前一个方向（pT
i (gi+1 − gi) = 0），

因此，这一新点的梯度保持与 pi 垂直，并且前一步最小化是可接受的。虽然对于二次函数，

这种共轭梯度法可以保证在至多 n + 1 个函数和梯度运算之后收敛到最小值（至少对于无限

精度的计算）；然而对于一般的函数，这些步骤需要迭代直到得出最小值的一个合适的逼近。

引入向量 yk = gk+1 − gk。首先搜索的方向 p1 由负梯度 −g1 给定。接着，序列 xk，作为

最小化的逼近，定义为：

xk+1 = xk + αkpk (21.8)

pk+1 = −gk+1 + βkpk (21.9)

其中 gk 是梯度，αk 被选来沿着搜索方向 pk 最小化 E，βk 由下式给定：

βk =
yT

k gk+1

gT
k gk

（Polak-Ribiere 方法） (21.10)

或者：

βk =
gT

k+1gk+1

gT
k gk

（Fletcher-Reeves 方法） (21.11)

对于一个二次函数，这两种方法是一样的 [97]。上述形式的一个主要难点在于，对于一个一般

的函数，得到的方向不一定是下降的方向，并且可能导致数值不稳定。

使用动量（momentum）项以避免在反向传播（back-propagation）[92] 中的振荡被当作共

轭梯度的近似形式。

21.4 高维中的非线性优化

现在来考虑牛顿法在高维中的收敛性质。这一方法需要求解如下的二次模型：

mc(xc + p) = f(xc) +∇f(xc)Tp +
1
2
pT∇2f(xc)p
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并且迭代，如图 21-10 所示。

图 21-10 高维中的牛顿法

如果初始点接近最优解 x∗ 并且 ∇2f(x∗) 是正定的，那么该方法 Q- 二次收敛到 x∗。

假如下列情况发生，会产生一些问题。

• 黑塞矩阵非正定：存在负曲率的方向 pTHp < 0，这意味着当朝着方向 p 走出无穷远

时，这个二次局部模型可以假设有任意大的负值。

• 黑塞矩阵是奇异的或病态的，使得矩阵求逆变得不可能，或至少很困难。
上述问题引出了所谓的修正牛顿法，将局部模型变得足够正定和非奇异。此外，这些方

法处理全局收敛以及不定矩阵 H，并且使用迭代来逼近 H。这一方法将一个快速的局部战术

与一个健壮的全局战略相结合，从而保证全局收敛。

21.4.1 通过线性查找的全局收敛

全局收敛是通过沿着确定的方向进行线性搜索而得到的：一开始尝试牛顿法，然后可能

再回溯。当然，需要确保这一方向的确是下降方向！幸运的是，如果矩阵 H（对称的）是正定

的，那么牛顿方向总是下降方向：

df

dλ
(xc + λsN ) = ∇f(xc)TsT = −∇f(xc)TH−1

c ∇f(xc) < 0

如果黑塞矩阵必须被逼近，当然最好能够保持对称性和正定性，以保证方向是下降的。

图 21-11 Armijo-Goldstein 条件
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一种确保全局收敛的方法要求：f 值能够保证减少一定的步长，步长要足够长，并且搜索

方向保持远离与梯度垂直的方向。满足上述要求的一种流行方法是通过 Armijo-Goldstein 条

件 [52]，见图 21-11。

(1)

f(xc + λcp) 6 f(xc) + αλc∇f(xc)Tp

其中 α ∈ (0, 1) 且 λc > 0。

(2)

∇f(xc + λcp)Tp > β∇f(xc)Tp

其中 β ∈ (0, 1)。

如果在每次迭代中都满足 Armijo-Goldstein 条件，并且误差有下界，那么有以下全局收

敛性：

lim
k→∞

∇f(xc) = 0

前提是每一步都远离垂直于梯度的方向：

lim
k→∞

∇f(xc)sk/‖sk‖ 6= 0

如果 Armijo-Goldstein 条件维持不变，可以使用不失全局收敛的快速近似一维搜索[42]。

21.4.2 解决不定黑塞矩阵

如果黑塞矩阵是不定的，可以使用修正楚列斯基方法。考虑谱分解：

H = UΛUT =
n∑

i=1

ηiuiu
T
i

其中 Λ 是对角矩阵，Λii 是本征值 ηi。

很容易可以看出，如果 ηi 是负值（不存在最小值，值可以趋近负无穷大）或者接近零（逆

矩阵将有接近无穷大的本征值），将会发生什么。

如果 H 是非正定的或者病态的，非常直接的补救措施之一是加上一个简单的对角矩阵

H ′ = ∇f(xc) + µcI, µc > 0

使得黑塞矩阵 ∇2f(xc) + µcI 是正定且良置的
①
。

这将引出修正楚列斯基分解：找到另一个矩阵 H̄c 的楚列斯基分解，它们的区别只在于

非负对角矩阵 K：

H̄c = LDLT = Hc + K

① 即非病态的。——译者注
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其中，D 中的所有元素都是正的，L 中的所有元素都是一致有界的：

dk > δ, |lij |
√

dk 6 β

参考文献 [48] 会告诉你如何选择合适的 β。修正楚列斯基分解使得黑塞矩阵 ∇2f(xc) + µcI

是正定且良置的 [42,5]。

这相当于在我们的原始模型中增加了一个正定二次型。这使得大步长往往会受到惩罚。

21.4.3 与模型信赖域方法的关系

以前的技术基于寻找一个搜索方向，并朝着该方向移动可接受数量的步长（“基于步长的

方法”）。

由于上一个修正为此局部模型增加了二次项：

mmodified(xc + s) = mc(xc + s) + µcs
Ts

一个可能的猜想是，最小化这个新模型等价于最小化原有模型，并且约束 s的步长不能太大。

实现方法可以是首先选择最大步长，然后使用完整（而不是一维）二次模型来确定合适

的方向。在模型信赖域方法（model-trust region method）中，模型只在某个区域是可信的，这

一区域可以通过使用搜索过程中积累的经验来更新。

定理 3 假设寻找步子 sc，来求解

minmc(xc + s) = f(xc) +∇f(xc)Ts +
1
2
sTHcs (21.12)

使服从‖s‖ 6 δc (21.13)

上述问题的解是：

s(µ) = −(Hc + µI)−1∇f(xc) (21.14)

对于使得这一步长是最大允许值（‖s(µ)‖ = δc）的唯一的 µ > 0，牛顿法的步子是问题的解，

除非对应于 µ = 0 的步子在信赖域（‖s(0)‖ 6 δc）里 c 即 s(0) 的情况。

黑塞矩阵的对角线修正是梯度下降法和牛顿法之间的折中：当 µ 趋于零时，原来的黑塞

矩阵（几乎）是正定的，并且步子与牛顿法的步子趋于重合；当 µ 变大时，对角线的加成 µI

趋于主导地位，并且步子趋向正比于负梯度：

s(µ) = −(Hc + µI)−1∇f(xc) ≈ − 1
µ
∇f(xc)

这些没有必要从一开始就定下来，该算法以自适应的方式选择移动，以适应于误差表面

的局部构造。
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21.4.4 割线法

如果黑塞矩阵无法计算或者计算成本很高，那么割线法就可以派上用场了。

在一维的情况中，二阶导数可以由两个邻近点的一阶导数值割线的斜率来逼近：

d2f(x)
dx2

(x2 − x1) ≈
(

df(x2)
dx

− df(x1)
dx

)
(21.15)

在高维的情况中，如果只有一个方程式，那么是不充分的。令当前点和下一个点分别为

xc 和 x+，然后定义 sc = x+ − xc 和 yc = ∇f(x+) − ∇f(xc)（梯度差）。相应的“割线方程”

是：

H+sc = yc (21.16)

上述方程并不能决定唯一的 H+，而是从 (n2 − n)维仿射子空间 Q(sc, yc)中可以自由选

择服从方程 (21.16) 的矩阵。

一个可能的解决问题的方法是使用以前的“历史”。换句话说，方程 (21.16) 不是用来决

定，而是用来更新先前可用的逼近。

特别是布罗伊登（Broyden）法中，可以使用最小改变原则，找到 Q(sc, yc)（“商”）中最

接近先前可用的矩阵的那个矩阵。这是通过将这个矩阵以弗罗贝尼乌斯范数投影到 Q(sc, yc)

得到的（矩阵作为一个长向量）。

布罗伊登更新的结果如下：

(H+)1 = Hc +
(yc −Hcsc)sT

c

sT
c sc

(21.17)

然而，布罗伊登更新不保证矩阵是对称的（记住，我们想要的是下降的方向）。

将布罗伊登矩阵投影到对称矩阵子空间是不够的，得到的矩阵可能不在 Q(sc, yc) 中。

幸运的是，如果重复使用上述两种投影，得到的序列 (H+)t 将会收敛到一个矩阵，既是

对称的，又在 Q(sc, yc) 中。这就是鲍威尔（Powell）对称割线更新：

H+ = Hc +
(yc −Hcsc)sT

c + sc(yc −Hcsc)T

sT
c sc

− < yc −Hcsc, sc > scs
T
c

(sT
c sc)2

(21.18)

现在接近一个令人满意的更新了，但是我们需要的黑塞矩阵的逼近应该是正定的。黑塞

矩阵 H+ 是对称且正定的，当且仅当 H+ = J+JT
+，其中 J+ 是某个非奇异矩阵。使用布罗

伊登法得到一个合适的 J+，从而能够得到一个合适的更新。

这样得到的更新在历史上称为 BFGS更新 [30]，其中 BFGS代表布罗伊登（Broyden）、弗

莱彻（Fletcher）、戈德法布（Goldfarb）与香农（Shanno），由下式给定：

H+ = Hc +
ycy

T
c

yT
c sc

− Hcscs
T
c Hc

sT
c HcSc

(21.19)

正定割线更新以 q-超线性收敛[30]。

可以用单位矩阵作为初始矩阵 H0，这样第一步是沿着负梯度进行的。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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21.4.5 缩小差距：二阶方法与线性复杂度

精确计算黑塞矩阵需要阶为 O(n2)的操作数和阶为 O(n2)的存储器，用于存储黑塞矩阵

的元素，另外求解方程来找到牛顿法的步子（或搜索方向，见图 21-10）需要 O(n3) 个操作，

至少采用传统的线性代数方法时是这样。幸运的是，一些二阶信息可以从前面的梯度开始计

算，因此将搜索方向的计算量和内存需求减至 O(n)。参考文献 [42] 中的术语“割线法”会让

人想起用连接两个函数值的割线来逼近导数。

从历史的角度来说，单步正割法（one-step-secant method，OSS）是所谓单步（无记忆）BFGS

法的变型，见参考文献 [97]。OSS 方法已被用于参考文献 [4] 和参考文献 [12] 中的多层感知

器。其主要过程示于图 21-12 和图 21-13。

注意，BFGS（见参考文献 [112]）存储整个近似的黑塞矩阵，而单步法仅需从梯度计算向

量。事实上，新的搜索方向的 p+ 由下式计算得来：

p+ = −gc + Acsc + Bcyc (21.20)

其中的两个标量 Ac 和 Bc 是下列先前定义的向量 sc、gc 和 yc（最后一步，梯度和梯度的差）

的标量积的组合：

Ac = −
(

1 +
yT

c yc

sT
c yc

)
sT

c gc

sT
c yc

+
yT

c gc

sT
c yc

; Bc =
sT

c gc

sT
c yc

搜索方向在学习开始时是负梯度，每隔 N 步后重新变为 −gc（N 是网络中的权重数）。

方向为 pc 的快速一维最小化，对于获得高效的算法是至关重要的。图 21-13 描述了算

法（源于参考文献 [42]）的这一部分。一维搜索基于回溯策略。我们增加上一次成功的学习率

λ（λ ← λ× 1.1），并执行第一个试探性的步骤。为了与图 21-12 及图 21-13 的记号相同，使用

E（“能量”）表示需要优化的函数。如果新的 E 值不低于“上限”曲线，那么尝试一个新的试

探性步骤，使用连续的二次插值，直到符合要求。注意，每次失败的尝试之后，学习率会下降

到 Ldecr。二次插值不浪费计算资源。事实上，在第一次尝试后，我们正好拥有了拟合一条抛

物线所需的信息：初始点的值 E0 和 E′
0，以及尝试点的值 Eλ。抛物线 P (x) 是：

P (x) = E0 + E′
0x +

[
Eλ − E0 − λE′

0

λ2

]
x2 (21.21)

并且最小值 λmin 是：

λmin =
−E′

0

2
[

Eλ−E0−λE′0
λ2

] 6 1
2(1−Gdecr)

λ (21.22)

如果图 21-12 中的“梯度乘数”Gdecr 为 0.5，那么最小化抛物线的 λmin 小于 λ。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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图 21-12 单步割线算法的第一部分[4]

21.5 不涉及导数的技术：反馈仿射振荡器

在现实世界中，存在很多偏导数不能使用的情况，原因是该函数是不可微的，或者是计

算导数的成本太高了，因此需要研究仅基于函数值的优化技术，例如基于参考文献 [101]理论

框架基础上的自适应随机搜索算法的变种。

通常方案始于在配置空间中选择一个初始点及其周围的初始搜索区域，并按以下步骤进

行迭代。
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(1) 根据给定的概率度量，在搜索区域中抽样，产生一个新的候选点。

(2)搜索区域根据新点的函数值进行调整。若新的函数值大于当前的（不成功的抽样）值，

则缩小搜索区域，反之则扩大搜索区域。

(3) 若抽样是成功的，则新的点成为当前点，并随之移动搜索区域，使得当前点成为下一

次迭代的中心。

为了得到有效的实现，在当前点周围的简单区域进行搜索就足够了，例如盒形的区域（即

区域边缘由一组线性无关矢量给定）并且概率在盒内均匀分布。这种情况下，产生一个随机

位移很简单：基础向量乘以范围 (−1.0, 1.0) 内的随机数并加上 δ =
∑

j Rand× bj。

我们可以不严格要求盒形边缘平行于坐标轴，通过沿任意方向的仿射变换，边框可以被

压缩或扩展，下一节将进行说明。

21.5.1 RAS：抽样区域的适应性

一个简单但十分有效的，不涉及导数的自适应方法是反馈仿射振荡器（RAS）算法 [31]，

它基于参考文献 [14]。RAS 通过一个仿射变换来适应搜索区域。两个向量空间的一个仿射变

换（来源于拉丁语 affinis，“连接”的意思）由一个紧接平移的线性变换组成：

x 7→ Ax + b

在几何学中，欧几里得空间中一个仿射变换保持：

(i)点之间的共线性（collinearity），也就是说，同一直线上的点在变换后仍在同一直线上；
(ii)同一直线上距离的比值，也就是说，对于 3个互不相同的共线点 p11、p22、p33，比值

|p2 − p1|/|p3 − p2| 将会保持不变。通常，一个仿射变换是由线性变换（旋转、缩放或剪切）和
一个平移变换（或者“转移”）组成。

在 RAS 中，当找到一个成功的样本时，区域沿任意成功方向拉长；如果没有找到，区域

沿失败方向压缩。这些修改考虑到均匀分布生成的尝试点给出的局部信息。这样做的目的是

在包含初始点的吸引域（attraction basin）中搜索局部极小值，通过调整步长大小和方向，以

求在每次进行函数求值之后都启发式地保持最大可能的移动。这种设计的补充是某些策略选

择的分析，如双射策略（double-shot strategy）和初始化 [31]。现在谈一谈这个方法的名称（反

馈仿射振荡器）。该解决方案尽量减少跳向最小区域的跳跃数目，这是由不断变化移动方向和

大小来实现的。搜索区域和步子的调整因此是通过由搜索本身的演变引导的反馈回路实现的，

也就是实现一个“反馈”自我调节的机制。生成抽样的过程根据f 表面的局部特性进行调整，

引导它的是反馈搜索优化原则的灵魂，这将在第 22章讨论。步长和方向的不断变化创造了一

个“摇摇欲坠”的轨迹，有着突然性的跳跃和转折。

RAS 算法的伪代码见图 21-14。每次迭代时，会产生一个位移 ∆，使得点 x + ∆ 均匀分

布在局部搜索区域 R 中（第 4 行）。为了达到这个目的，基向量都被乘以了范围在 [−1, 1] 的

不同的随机数，并且加上：
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∆ =
∑

j

Rand(−1, 1)bj

Rrand(−1, 1)表示调用随机数发生器。如果 x + ∆或者 x−∆中的某一个改进了函数值，那

么它被选择为下一个点。把这个改进点记为 x′。为了沿着有希望的方向扩展这个盒形区域，

这些盒型向量 bi 需要做如下修改。

改进的方向是 ∆。将相应的归一化为单位长度的向量记为 ∆′：

∆′ =
∆

‖∆‖

那么，向量 bi 沿着 ∆ 方向的投影是：

bi|∆ = ∆′(∆′ · bi) = ∆′∆′Tbi

为了获得所需的效果，这一部分以某个系数 ρ > 1 扩大，所以新向量 b′i 的表达式是：

b′i = bi + (ρ− 1)bi|∆ (21.23)

= bi + (ρ− 1)∆′∆′Tbi

= bi + (ρ− 1)
∆∆T

‖∆‖2 bi

= Pbi

其中

P = I + (ρ− 1)
∆∆T

‖∆‖2 (21.24)

测试函数值在两个点 x + ∆ 和 x −∆ 上的改进被称为双射策略：如果第一样本 x + ∆

不成功，就考虑对称点 x−∆。这样的选择大大减少了产生两个连续不成功样本的概率。为了

解释起来更具体，考虑围绕当前点拟合一个平面：如果某一步增加了 f，那么相反的一步会减

少 f。转到数学层面，如果考虑可微函数和小位移，沿位移方向的导数与位移和梯度 ∆ · ∇f

之间的标量积是成比例的。如果第一项为正，那么符号的变化就会产生无用的负值，因此对

于足够小的步长，f 也会减小。对于一般的不一定可微的函数，实践证明也是有效的，这是由

于很多对应于现实世界问题的函数所包含的相关性和结构。

如果双射策略失败，那么运用仿射变换 [式 (21.23)]时，膨胀系数 ρ就由它的逆 ρ−1 替代

（如图 21-14 第 12 行所示），使得搜索区域缩小。
图 21-15 展示了反馈仿射振荡器算法的几何方面，其中需要被最小化的函数由固定 f 值

的等高线表示，并且画出了两个轨迹（ABC 和 A′B′C ′）。沿着搜索轨迹的一些点展示了搜索

区域。RAS 的设计准则由局部极小值的激进搜索给定：当搜索步子（点 A 和 A′）成功时，搜

索速度加快；如果在双射之后没有发现更好的点，搜索速度减慢。当一个点接近局部极小值
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时，不断减少搜索框将产生一个收敛非常快的搜索（C 点）。注意，缩小搜索区域的另一个原

因可能是一条狭窄的下降通路（一个“峡谷”，例如 B′ 点），这时，所有可能的方向上只有一

小部分能改进函数值。然而，一旦发现了一个改进，搜索区域就应该沿着这个有希望的方向

扩展，从而能够在该方向上更快地移动。

21.5.2 为健壮性和多样化所做的重复

在一般情况下，有效估计全局极小值的步数显然是不可能的。即使找到了局部极小值，一

般不可能确定它是否为全局最优，特别是如果只是从 f(x) 在所选的点上的值得到关于该函

数的知识，而这是处理现实世界问题的一种常见情况。

因为 RAS不包括避免局部极小的机制，所以当轨迹足够接近一个局部极小时，就应该停

止搜索。例如，如果搜索区域小于某个阈值，RAS的单次运行就应该被终止。事实上，如果在

附近重复改进函数值而未能成功，盒区域往往会减小其体积至接近局部极小值。

RAS 搜索局部极小，只要找到一个就停止搜索。让搜索继续的一个简单方法是从不同的

初始随机点重新开始运行。这种方法相当于有一个 RAS 搜索器的“总体”样本，这个总体中

的每个成员是独立的，完全不知道其他成员正在做什么（图 21-16）。第 23 章将会讨论更复杂

的协调搜索器团队的方式：CoRSO 框架。

通过学习 RAS 的经验得出的一个建议是：懒惰！先尽量尝试简单的方法，仅当期待一个

可观的改进时，才增加复杂度（KISS 原则）。注意，RAS 需要矩阵和向量的相乘来更新搜索

区域，因此当维数变得非常大时，这一方法会变得缓慢。图 21-17 中概述了更简单的惯性振

荡器（inertial shaker）技术，在维数很大的时候可能是一个更有效的选择：搜索框总是由平行

于坐标轴的向量（因此搜索框由单个向量 b 确定，并且不需要矩阵乘法）和一个趋势方向确

定，该趋势方向由许多之前的位移的平均值确定 [14]：第 7 行中的 find trend 函数只是返回先

前位移的加权平均值 mdisp：

δt = amplification ·

T∑
u=1

δt−ue−
u

(history depth)2

T∑
u=1

e−
u

(history depth)2

其中 amplification 和 history depth 由算法所定义，而 mdisp 的选择是用来去除可忽略不计的

指数权重，使得历史记录保持合理的长度。

图 21-18 显示了在搜索位置 x 处如何将双射策略应用到所有组件。只要改进了结果，就

对每个部件都施加一个位移。如果没有改进的可能，那么函数返回 false，并将搜索框相应

缩小。
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图 21-13 单步割线算法的第二部分 [4]：在所选方向上快速进行一维搜索
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图 21-14 RAS 算法的伪代码

图 21-15 RAS 的几何示意图：两条搜索轨迹得到两个不同的局部极小值，改编自参考文献 [31]
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图 21-16 RAS 算法，来自参考文献 [31]

图 21-17 惯性振荡器算法，来自参考文献 [14]
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图 21-18 参考文献 [14] 中的双射策略：对所有的组件在搜索框内施加一个随机位移，

保证每一步都有改进，反之返回 false
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梗 概

对实数作为输入参数的函数（模型）进行优化是一个古老的领域，大约始于第二次世

界大战期间，现在发展到了很高的水平。这一研究的目的在于设计自动化技术来找到导致

最大（或最小）输出值的输入。

尽管数学是复杂的，大多数优化技术的基础还是非常容易理解的，哪怕你不记得在微

积分（研究变化的数学）课堂上学了什么。天上掉下来的一滴水融入大海，这一过程无须

任何数学技巧。

优化技术基本步骤如下。从输入参数的初始值开始，对各种输入加入小的局部变化并

测试它们的影响（看看是否导致更大或更小的输出值）。根据测试结果，决定是否接受该

局部变化。重复这一过程，直到有所改进，从而获得越来越好的输出值。

如果能计算导数，就有了简单的方法来预测小的局部变化的影响。事实上，可以把导

数当作变化的局部预测。如果该步骤足够小，以至于“变化等于导数乘以步骤”，那么它的

近似也会比较理想。如果导数不可用，那么可以直接测试微小变化（例如在 RAS 中），并

不断适应局部模型来减少无用的的函数求值。局部适应性需要从前面的搜索步骤中进行学

习。

如果能理解原理，即使没有数学定理，也足够让你自如地使用优化软件，并能够避开

大多数的陷阱。毕竟，你滑雪的时候，不需要微积分和数学分析来保证你不会摔倒，或者

保证你到达滑雪缆车。
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每个人都肩负着各自的选择，这也不是难以承受之重。

——-Romano Battiti

现在来考虑寻找离散（组合）的极小值的最优化问题。例如，给定城市和相互之间距离的

列表，想要找到恰好经过每个城市一次的最短路线。这就是所谓的旅行商问题（TSP），该问

题和旅行的相关性是显而易见的，比如可以减少路费和二氧化碳排放量。TSP 是运筹学和理

论计算机科学研究中的一个非常棘手的问题。它最早作为一个数学问题在 1930年提出，如今

是优化领域研究最深入的问题之一。找到大型实例的最优解在计算上是困难的（实际上在大

多数情况下，这是不可能的），但人们依旧提出了很多启发式的算法，即使实例中的城市有成

千上万座，在实践中都能够有效地解决。

整体上抽象来说，给定一个函数 f，定义在一组离散的可能输入值 X 上，路线长度定义
为 TSP中城市排列的函数，目标是寻找使得函数 f 取得最小可能值的输入。本章将介绍局部

搜索的基本要素，以及更先进的反馈搜索优化（RSO），它带有内部在线的自我调整机制。为

了避免混淆，注意这里的“局部搜索”与网页信息搜索技术（如谷歌或相似服务）没有任何关

系。这里的搜索是为了提升优化问题的结果，如果可能就搜索最优值，否则就搜索近似值。

RSO 原则在连续优化和多目标优化领域的应用将分别在第 23 章和第 24 章讨论。
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22.1 基于扰动的局部搜索

一个基本的解决问题的策略，是先从一个试探性的解决方案开始，尝试多次小幅度的修

改，从而改进这一解决方案。每次重复时，对当前的构型稍做修改（扰动），并对需要优化的

函数进行测试。如果新的解决方案比原来更好，就保留这一变化，否则就再尝试另一个变化。

需要优化的函数 f(X) 在某些领域里拥有更富诗意的名字：适应度函数、优度函数、目标函

数。

图 22-1 展示了自行车设计史上的一个例子。这里不是为了再现历史，毕竟本书谈论的是

LION 技术，而不是自行车技术。第一种模型是初始模型，只有一个轮胎，它可以工作，但它

还不是最佳的。第二种模型尝试随机添加一些组件到原设计中，这下情况会更糟。此时可以

恢复到初始模型，并尝试其他变化。值得注意的是，如果坚持在第二种模型上继续添加一些

东西，最终可能得到第三个模型，从可用性和安全性角度来看，显然会更胜一筹。这个故事给

我们上了一课：基于微小扰动的局部搜索是一种美味的食材，但某些情况下需要加点香料让

味道更好。

图 22-1 局部搜索现实生活中的一个例子：如何构造一个更好的自行车，从初始

模型（左）到一个更糟糕的版本（中），最后是一个更好的版本（右）

另外，值得注意的是，每个人的生活都是优化算法的一个例子：大部分变化是局部的，戏

剧性的变化确实会发生，但不会非常频繁。想象一下，你找到了一个伴侣，一个可能伴随你一

生的伴侣。这段关系一开始的局部变化可能会很频繁。例如，你可能想要说服你的伴侣打扮

更得体，不吃大蒜，或改变对各种问题的看法。为了增进感情，能以更轻松的方式在一起，你

可能要忍受一些不好的变化，比如容忍你的伴侣看周末的足球比赛。或者你最终认为这些小

的变化于事无补，出路是激烈的多样化或重新开始一段关系（寻找更好的伴侣）。

基于扰动一个候选解决方案的局部搜索，就是可以应用简单学习策略的第一范式情况。

接下来定义符号。X 是搜索空间，X(t) 是在迭代（“时间”）t的当前解。N(X(t))是点 X(t) 的
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邻域，通过将一系列基本动作 µ0, · · · , µM 应用到当前解而得到：

N(X(t)) = {X ∈ X 使得 X = µi(X(t)), i = 0, · · · ,M}

如果搜索空间由给定长度 L的二进制串来确定 X = {0, 1}L，那么可以采取的行动是改变（求

补或翻转）各个二进制位，因此 M 等于串长度 L。

局部搜索从可容许解 X(0) 开始，并确定一个轨迹 X(0), · · · , X(t+1)。当前点的后继是邻

域中的一个点，需要最小化的函数 f 在这个点上有一个较小的值：

Y ← Improving-Neighbor( N(X(t)) ) (22.1)

X(t+1) =

{
Y 如果 f(Y ) < f(X(t))

X(t) 其他情况（停止搜索）
(22.2)

Improving-Neighbor返回邻域中改进的元素。在简单情况下，它是具有最小 f 值的元素，但

也存在其他的可能性，例如遇到的第一个邻域改进。

如果没有邻域有更好的 f 值，也就是说，如果解是一个局部极小（local minimizer），那么

搜索停止。请注意，最大化一个函数 f 等价于最小化 −f。像所有对称的情况那样，这其实会

造成术语上的一些混乱。例如，最速下降假设了最小化观点，而爬山法假设了相反观点。这本

书大部分将讨论最小化，局部极小值（local minimum）是不能通过移动到其邻域进行改进的

点。局部最优（local optimum）是既可以用于最大化和又可以用于最小化的术语。

局部搜索出奇地有效，因为大多数组合优化问题都有非常丰富的将解 X 和 f 值联系起

来的内部构型。当输入域是实数 Rn 时，可以进行类比，连续可微函数 f(x)通过梯度下降（又

名最速下降）优化。顺便提醒一句，当考虑全局收敛时，最速下降不一定是最好的方法：正如

第 21 章所解释的，无论是离散还是连续，贪心并不总会赢。

邻域（neighborhood）适合局部搜索，如果它反映了问题的构型。例如，如果解是由一个

排列给定的（在旅行商问题中被访问的城市的排列），描述当前解的二进制串中的单个二进制

位的变化是一个不恰当的邻域选择，这将立刻导致非法二进制数（illegal configuration），这一

编码不对应于任何排列。为了得到一个更好的邻域，可以交换解的两个元素，并保持其他所

有位固定。一般情况下，如果邻域的 f 值与当前点的 f 值相关，一个全面的邻域检查就能掌

握局面。如果起点是个很好的解决方案，平均而言，相比于完全无关的随机点，邻域中更容易

找到同等质量的解。顺便说一下，抽样一般的随机点比抽样邻域更昂贵，前提是邻域的 f 值

可以被更新（“增量求值”）并且不必从头重新计算。

许多值得研究的优化问题需要更接近全局最优的逼近，因此需要更复杂的方法，以便继

续调查搜索空间的新的部分，即搜索多样化和探索。这里另一个构型性因素可以起作用，它

涉及局部极小值和相应 f 值的整体分布。在许多相关的问题中，局部极小值往往聚集在一起，

而且好的局部极小值往往更接近其他好的极小值。看上去有希望的局部极小值喜欢待在一起。

下面定义与局部最优相关的吸引域，它是通过局部搜索轨迹被映射到某给定的局部最优值的
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点集 X。用水来类比，其中局部搜索轨迹就像是水受到重力吸引而留下的轨迹，而吸引域就

好比是流域，即由分水线圈定的区域，降水最终流入某一湖泊。

图 22-2 最优化问题中的构型：“大峡谷”特性

话说回来，如果局部搜索在一个局部极小值处停止，那么将系统带到一个邻近的吸引域

可能远比从随机解重新开始更加有效。如果 f 的求值使用增量法，那么经过一系列步骤移动

到附近的吸引域，总比重新开始完整的求值，沿着一条可能很长的下降轨迹来到另一局部最

优要快得多。

这种构型特性也称为大峡谷特性（见图 22-2）。为了更直观，可以想象在连续的环境中有

一光滑的 f 表面，带有一些往往是嵌套、“分形”构型的吸引域。根据芒德布罗的定义，分形

一般是指“粗糙或零碎的、可被细分成更小的部分的几何形状，其中每一部分都是（至少近

似）整体的小尺寸的复制”，该属性也称为自相似性
①
。

第二个连续的类比是用傅里叶变换来分析含有不同波长分量的（周期性）函数。如果你

不是傅里叶变换的专家，想想通过散焦镜头来看某幅画。起初会看到一些较粗略的细节，例

如一个远处的人影，然后通过聚焦，就能看到越来越多的细节：脸、胳膊和腿，然后是手指、

头发等。相同的类比也存在于由不同质量的扬声器播放的音乐，扬声器质量越好，能听到的

频率就越高。在每个不同的音阶，声音不是由随机噪声和一个模式构成的；一个不平凡的构

型总是存在的。这种多标度（multi-scale）构型，即小峡谷被嵌套在较大的峡谷里，是可变邻

域搜索（Vanable Neighborhood Search，VNS）和迭代局部搜索（Iterated Local Search，ILS）

这些方法的基本动机。例如，参考文献 [9] 中的介绍更详尽，也包含对相关技术的讨论，或者

参考文献 [8] 中较简略的介绍。

①分形（fractal）一词来源于拉丁语 fractus，意思是“破碎的”或“断裂的”。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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22.2 反馈搜索优化：搜索时学习

通过总结参考文献 [7,9,8] 中的拓展主题，我们可以找到从简单的局部搜索跨越到反馈搜

索优化的主要动机。

许多解决问题的方法是由一定数目的选择和自由参数来确定的，而适当设置和调整这些

选择和参数是复杂的。某些情况下，这些参数通过一个反馈回路进行调整，这个回路将用户

作为学习的关键组件：开发和测试不同的选项，直至获得可以接受的结果。结果的质量不会

自动传输给不同的实例，当该算法必须为了某个特定的应用进行调整时，反馈回路可以要求

一个慢速的“试错”过程。机器学习领域有丰富多样的“设计原则”，可用于启发式参数调整

领域，开发机器学习方法。这种方式消除了人工干预，但并不意味着研究人员会有较高的失

业率。相反，人们现在的任务更重：算法开发者必须将其智能专长传输给算法本身，这一任务

需要在算法的调整阶段进行详尽描述。算法的复杂性会增加，但如果以下两个目标都能达到，

那么这一代价是值得的。

• 完整和明确的文档保证结果的可重复性。算法变得自容（self-contained），其质量可以

由设计者或特定用户来独立判断。这一要求对科学意义重大，因为在科学中，客观的

评价是至关重要的。软件文档的广泛使用进一步简化了测试，启发式算法的再利用也

变得更加简单。

• 自动化。原本耗时的手工调节阶段如今被自动过程所取代，如图 22-4 所示。注意，通

常只有最终用户才会从自动调节过程中受益。相反，算法设计者将面临更长、更困难

的开发阶段。世上没有免费的午餐：复杂性并没有消失，只是从决策者转移到了方法

（和软件）的设计者。

反馈搜索优化（Reactive Search Optimization，RSO）主张将在线机器学习技术融入启发

式搜索，用以解决复杂的优化问题。“反馈”这个词所暗示的是，为了在线自我调节和动态适

应，对于通过内部反馈环路进行的搜索，存在一个即时的反应。在 RSO 中，过去的搜索历史

和在解空间中移动所积累的知识，以自动的方式被用于自适应：在搜索过程中，该算法保持

解决不同情况所需的内部灵活性，但这种调节是自动的，当算法在单一的实例上运行并使用

其过去的经验时执行。因此机器学习是煲 RSO 这碗汤的必要成分，如图 22-3 所示。

反馈搜索优化的一个使用场景是某个系统（电子系统、工厂、卡车车队、业务流程）要求

你设置一些工作参数（旋钮、开关、行程计划、程序）以改善其功能。依参数设置而定，系统

可能给出更好或更坏的结果（由生产速度、净利润、油耗、客户满意度等来度量）。

为了优化结果，我们执行一个简单的循环：设置参数，观察结果，然后以战略性和智能的

方式改变参数，直到找到一个合适的解决方案。该方法的智能性来自 RSO 组件，基于正在进

行的搜索过程收集到的信息，该组件决定下一步是什么。为了有效运作，反馈搜索优化使用

记忆和智能，以针对性和集中的方式来改进解决方案。反馈搜索优化采用机器学习和统计学
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的思路和方法，特别是强化学习，主动或查询学习，以及神经网络。

反馈搜索优化中的隐喻大部分来自人类个体的经验。它的座右铭是“边干边学”。如前所

述，实际问题有丰富的结构。当我们在搜索空间中测试许多不同的解决方案时，模式和规律就

会出现。人类大脑能很快从中学习，并基于先前的观察做出关于未来的决定。这一类比是将

在线机器学习技术插入到 RSO 的优化引擎主要的灵感来源。模因算法（memetic algorithm）

对于学习有着相似的关注点，不过该算法关注文明的进化，描述社会如何随着时间的推移发

展，而不是个体的能力。

图 22-3 RSO 是优化、计算机科学（算法和数据结构）和机器学习的交集

图 22-4 具有自校正（self-tuning）功能的算法（例如 RSO）让最终用户的生活更简单。解决

复杂问题不再需要技术专长，而是面向更广大的最终用户群体（改编自参考文献 [9]）
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今天，以自然界和生物为灵感的优化算法隐喻比比皆是。某种程度上令人惊讶的是，这

些隐喻大部分来自遗传和进化，或者从简单有机体互动涌现出的集体行为，而这些有机体基

本都没什么学习能力。这不由得令人猜想是否有关让–雅克�卢梭所持的偏见，他相信自然状

态下的人性是好的，但是社会使人变坏；或者这和好莱坞商业电影所秉承的“对抗自然法则

的坏人”的原则一脉相承。但隐喻会带我们偏离主方向：我们是实用方法的坚定支持者，一个

算法是有效的，是因为它出色地解决了问题，并且不需要耗费太多精力来调整，而不是因为

它对应于人们喜好的那种精巧、怪诞或引人遐想的类比。此外，至少对于研究人员来说，大

多数情况下如果有办法来分析一个算法的行为，并解释它是为何有效以及何时有效，那么它

在科学上就是有趣的。弗雷德�格洛弗开创性的论文谈论了禁忌搜索，分散搜索和路径重链，

以及相关的元启发式，见参考文献 [49，51] 和有趣的文献 [50]。还有一些令人振奋的文章，你

可能想要读读，看一看相关主题，比如模因算法 [82]、进化神经网络 [118]、元启发式 [25]，还有

性能预测和自动调节 [66]。

22.3 基于禁忌的反馈搜索优化

参考文献 [9] 阐明，RSO 原理可用于许多算法参数的在线自校正。这一原理最初应用于

基于禁止（prohibition）的局部搜索领域，而现在它已成为一个流行术语——禁忌搜索（tabu

search）。

使用禁忌以鼓励创新和多样化的想法，即鼓励决策者、工程师或设计师从根本上考虑新

替代品的理念，深深根植于搜索的实践中。康拉德�洛伦茨，这位来自澳大利亚的诺贝尔奖

得主和现代行为学的创始人说：“每天早餐前都抛弃一个心爱的假设。这对从事研究的科学家

来说是很好的晨练。这使他年轻。”这句话漂亮地阐述了一个事实：为了拥有真正的创造，必

须禁止旧的解决方案。在前面的例子中，人们必须停止考虑独轮车，而这最终促使自行车得

以实现！

如上所述，局部搜索在允许的搜索空间中生成轨迹 X(t)。点 X 的后继是从 X 的邻域

N(X) 中选出来的，N(X) 是 X 的一个子集。如果对于所有的 Y ∈ N(X)，f(X) 6 f(Y )，那

么 X 点相对于 N 是局部最优，或者局部极小。在下面的讨论中，考虑 X 包含有限长度 L的

二进制串的情况，即 X = {0, 1}L，并且通过把字符串 X = [x1, · · · , xi, · · · , xL] 第 i 位进行改

变的基本操作 µi（i = 1, · · · , L）得到邻域：

µi([x1, · · · , xi, · · · , xL]) = [x1, · · · , x̄i, · · · , xL] (22.3)

其中 x̄i 是第 i 位的否定：x̄i ≡ (1− xi)。

RSO方法使用一个迭代的修正局部搜索算法，让搜索偏向 f 值更小的点，它包含了反馈

禁忌策略（reactive prohibition strategy），不鼓励重复访问构型。在迭代的每一步，选择的搜

索指向在邻域内使得损失函数 f 值最小的点。即使 f 关于当前点的值是递增的，也需要移动，

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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继而远离 f 的局部极小值。一旦某个移动被应用，那么它的逆向移动暂时会被禁用（“禁忌”

就源于这样的禁用操作）。

进一步来讲，在一个给定的搜索循环 t 中，移动的集合M 被划分为禁忌集合 T (t) 和准

许集合 A(t)，带括号的上标表示其所处的搜索循环。最初，搜索开始于一个起始的构型 X(0)，

该构型是随机生成的，且所有的移动路径都是允许的：A(0) = M, T (0) = ∅。然后通过应用集
合 A(t) 中最佳的准许移动 µ(t)，生成搜索的路径 X(t)：

X(t+1) = µ(t)(X(t)) 其中 µ(t) = arg min
ν∈A(t)

f(ν(X(t)))

孤立地看，这个“修正贪心搜索”原则能生成循环（cycle）。例如，如果现在这一点上

的 X(t) 是一个严格的局部极小值，那么下一个点的损失函数值一定会变大：f(X(t+1)) =

f(µ(t)(X(t))) > f(X(t))，而且下一步有可能沿着反方向移动（µ(t+1) = µ(t)−1
），因此沿着上述

两步就回到了最开始的点：

X(t+2) = µ(t+1)(X(t+1)) = µ(t)−1 ◦ µ(t)(X(t)) = X(t)

此时，如果准许的移动集合是相同的，那么这个系统将会永远困在一个长度为 2 的循环中。

这个例子中，如果反方向移动 µ(t)−1
在 t + 1 次迭代被禁止，那就可以避免这个循环。通常来

说，所有最近一段时间内搜索移动的反方向都应该在一定时间段 T 内被禁止。如果用二进制

串表示一个移动及其反方向移动，就是一个移动被禁止，当且仅当它在最近的 τ > (t − T (t))

时间内被执行过。这个时间段是有限的，因为禁止的移动对于后续搜索最优值的过程是必要

的。在 RSO 中，禁止时间段 T (t) 与迭代时间 t 有关。

搜索轨迹上禁止移动的多样化影响，已经在禁忌和多样化的基本关系中得到了解释，并

在参考文献 [18]中得到了证明。令 H(X, Y )为两个二进制串 X 和 Y 之间的汉明距离，定义为

X 和 Y 之间不同的二进制位数。现在，假设只能执行准许的移动，并且 T 满足 T 6 (n− 2)，

保证在每次迭代中至少有两个移动是被准许的，那么可以得到下列关系。

• 一个点与其后续沿着轨迹 T + 1 步的所有点的汉明距离 H 是严格递增的：

H(X(t+τ), X(t)) = τ，τ 6 T + 1

• 该轨迹上的最小重复间隔 R 为 2(T + 1)：

X(t+R) = X(t) ⇒ R > 2(T + 1)

上述关系清晰地表明禁忌如何关联到多样化：T 越大，距离 H 就越大，H 是能够返回已

访问的点之前必须经过的轨迹的距离。不过 T 不能太大，否则起始阶段过后，允许移动的个

数会大大减少，从而降低了移动的自由度。



22.3 基于禁忌的反馈搜索优化 219

上述对禁忌与多样化关系的描述表明，每当字符串中的一个二进制位改变后，它会被冻结

T 个迭代循环。图 22-5 展示了构型 X(t) 的演变过程，要优化的函数是 f(X) ≡ number(X)，

number(X) 将二进制的 X 转化为十进制的整数。禁忌间隔 T 等于 3。

图 22-5 禁忌间隔 T 和多样化之间关联的示意图，多样化通过汉明距离 H(X(t), X(0)) 得到，本

例中 T = 3。本图改编自参考文献 [18]

以下的物理类比形象地说明了这一现象：当某个二进制位被改变后，就将一个冰块放在

它的上面，使得这个二进制位在未来的 T 次迭代中不会再改变。在图 22-5 中，“冻结的”二

进制位用阴影框表示，说明该二进制位不能改变。本例中，起始的构型是全为 0 的二进制串，

即一个局部最优。在第 0 次迭代，最优的移动改变了最后一位的值。在第 1 次迭代，最后一

位的值被冻结了，而且最优的准许的移动改变了倒数第二位的值。二进制串的汉明距离在第

(T + 1) 次迭代时达到最大，之后减少，并且第 2(T + 1) 次迭代时，起始构型重新出现。当形

成一个上述的循环时，从起始构型开始到 H = T + 1 所经过的构型，和从 H = T + 1 开始

降低到 0 所经过的构型是不同的。换句话说，这样的轨迹看起来就像是一个围绕局部极值点

的套索，而且没有人会浪费 CPU 时间去访问已访问过的构型。通常来说，当经过一个局部最

优后，可以通过访问其他局部最优得到一个更好的目标值。当然，一旦发现了一个局部最小，

所有位于其吸引域（即被局部搜索动力系统收敛到该最小值的所有点）内的点都无须再访问。

实际上，通过定义可以知道它们的 f 值大于等于该局部最小。T 值的选择需要保证，当汉明

距离达到 T + 1 后，搜索轨迹朝着一个可能存在更优局部最小的新吸引域移动。
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因为所需的最小汉明距离（给定吸引域的某种吸引半径）是未知的，所以需要在搜索过

程中同时寻找合适的值，通过反馈的（reactive）方式来决定T。基本的禁忌机制不能保证上述

的循环不再发生 [15,16]。此外，对于给定的问题 (X , f)，如果没有关于搜索路径概率上的先验

知识的话，T 的选择将是非常困难的。如果搜索空间是非齐次的，T 的大小在某个区域 X 是
合适的，但在另一个区域又可能是不合适的。例如，有时 T 太小，不能避免出现循环；有时 T

太大，只有一小部分移动是被准许的，导致搜索不充分。

RSO 在搜索过程中使用一个简单的机制来自适应地改变 T 值，所以 T (t) 值始终是适合

当前问题的局部结构的（因此称作“反馈”）。基本的设计原则是，对于一个给定的局部构型，

确定其能逃离某局部最小吸引域的最小禁忌值，如图 22-6 所示。这个基本原则是：T 最初等

于 1（仅禁止返回前一个构型）；如果搜索轨迹陷在一个局部最优的吸引域内（不断地访问已

访问过的点），T 值将不断增大；如果遇到了从没访问过的区域，这说明进入了另一个局部最

优的吸引域，T 值将不断减小。如果该问题只有一个局部最优，即该局部最优也就是全局最

优，那么 RSO 的作用就没有那么明显，但是使用也无妨。RSO 将会找出这个局部最优，并储

存它，然后尝试去搜索一个更优的点。必须指出的是，现实问题中存在许多局部最优，所以将

一个局部搜索方法转化成有效且高效的求解算法这一过程中，RSO 是至关重要的。

图 22-6 RSO 自适应禁忌。图中描述了 3 个局部最优和优化函数的过程（虚线）。从一个局部

最优开始，RSO 在该吸引域内不断搜索，越来越远离该最优点，直到进入另一个吸引

域内

RSO 的实现方案需满足搜索过程中的开销（额外的 CPU 时间和内存）限制，即在整个

搜索过程中每次迭代的开销基本相等，只需少量的 CPU周期和内存字节。借助散列函数 ①
存

① 散列（hash）是一个有效的方法，也许非计算机领域的大多数研究者并不了解，它为所有数据都建立了字典（连接

数据和关键字），所以每次检索数据的时间平均来说是常数级的。散列函数是一个决定性程序，它将任意数据块（这里称作

关键字）转换成大小有限的整数，即散列值，所以当数据改变时，其散列值也会改变。一个数据块的散列值可以作为其内

存地址，于是数据块的检索是即时的：获得散列值，到相应的内存地址中读取数据。针对不同的关键字共享相同的散列值

这一情况，可以使用链表（chaining）来解决，即将包含不同数据块的一个链表关联到内存地址上。
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储和检索相关数据，每次迭代的额外内存开销可以减少到几字节，运行时间可以减少到只需

从当前构型计算内存地址，并执行少量的变量判断和更新操作 [15]。带禁忌的 RSO 已经被应

用于许多问题中，比如组合优化、寻找连续函数的最小值和精粒度亚符号机器学习，部分列

表可以在参考文献 [8] 找到。

如果读者对 RSO 感兴趣，可以看看参考文献 [9] 和参考文献 [60] 中提到的关于 RSO 的

所有应用实例，或者访问本书在线社区：https://intelligent-optimization.org/。

梗 概

局部搜索是一种简单有效的方法，能用以确定离散优化问题的改进方案。它生成变化

的序列，每一个变化都是局部的，即只在有限的部分内影响当前的解决方案。它成功的原

因在于，许多问题有着丰富的构型（局部极小值聚在一起，又名大峡谷假说），并且相比于

对一个全新的解决方案重新进行求值，在当前解决方案的邻域采用增量求值会更快。

局部搜索停在局部最优点，此时不存在可以改进的邻域，因此当前的搜索轨迹陷在局

部最优里。此时需要额外的多样化的手段从局部吸引域逃脱。

反馈搜索优化（RSO）在优化的过程中使用学习和自适应，使搜索技术可以根据正在

求解的实例和当前暂定解决方案的局部特点进行微调。RSO 可以设计智能模块来监督基

本的局部搜索过程，又可以平衡多样化和单一化，还可以对优化过程本身的组件（元优化

或元启发式）进行优化。

值得注意的是，反馈（reactive）这一术语在本书语境中理解为“对刺激的即时响应”，

也可以是积极的“对于未来的问题、需要或者改变的预期做出的行动。”事实上，为了得到

反馈算法，设计者需要积极行动起来，通过适当地将模块插入算法，赋予这一算法自主回

应的能力。换句话说，反馈搜索优化算法需要积极的算法设计者。
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每当隐修院有重要的事务时，院长要召集全体隐修士向他

们说明将要处理的事务。在听取众弟兄的建议之后，他独自考

虑，做出他认为最有利的决定。我们之所以主张召开全体会议，

是因为天主常常启示年轻人什么是良策。

—— 圣本笃会规，530—550，卡西诺山

如前所述，找到局部最优解的局部搜索（LS），是一种解决复杂离散优化问题的有效构建

组件，并且局部极小陷阱可以通过反馈搜索优化解决。本章中将扩展 RSO以解决连续优化问

题，也就是说，通过局部搜索团队来解决输入变量是实数的问题。术语 CoRSO 表示，基于

战略性地使用记忆以及自适应局部搜索合作团队，来解决连续优化问题的框架。

注意 CoRSO 是一种方法论，而非单一的技术，因此相关的特定技术各自有不同的名

字 [17]。CoRSO 的三大组成部分是：主管区域的多重局部搜索器（输入空间的部分）；相互协

调；连续“反馈”学习和适应。CoRSO 采用了一个社会学/政治学上的范式。

每个局部搜索成员负责一个区域（输入区域），生成样本，并决定何时与其他成员合作。

构型空间的组织化细分能够适应在线学习方法中问题实例的特征。通过全局收集的信息进行

相互协调，可以更容易地识别出构型空间中有希望的区域，并分配相应的搜索力度。
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23.1 局部搜索过程的智能协作

为了确定符号和搜索方向，假设我们的目标是最小化一个定义在一组连续变量 x 上的函

数 f(x)。文明进化的模式启发了一套被称为模因算法（memetic algorithm，MA）的强大优化

技术。根据提出了模因算法的开创性论文 [82]，模因算法是基于种群的全局搜索，同时结合了

快速的局部启发式搜索，以改进带有创建新个体重组机制的解决方案（甚至达到局部最小）。

改进解决方案的快速启发式搜索，即第 22章所提到的局部搜索（LS）的某种形式。LS在

解空间 X(t) 中产生搜索轨迹，而解空间依迭代计数器 t 的不同而不同，使得下一个点 X(t+1)

从一组邻近点中选择，并且偏向函数值较小的点。正如前文所述，许多实际优化任务的随机

局部搜索的有效性，动力源自邻近点的函数值之间的相关性。如果某点的值已经很小了，那

么在邻近区域找更小值的点就更有可能。

虽然功能强大，但 LS只能发现局部最优点，也不一定是全局最优。该范式是从某个局部

最优点（或区域）周围的吸引域开始，通过一个离散动力系统在解空间中产生一条轨迹，该轨

迹“像流向流域底部的一滴水”。从不同的初始点出发重复运行 LS，可以部分解决局部极小

的问题，但这些是完全无记忆性（memory-less）的：以前的搜索信息不会影响以后的搜索。

许多情况下，一个给定的优化实例有不同层次的结构特征，如第 22 章中图 22-2 所阐释

的大峡谷特性。如果将初始搜索空间减少到一组吸引子（局部最小值），可能的情况是，附近

的吸引子 —— 吸引域彼此接近的局部极小值 —— 往往有相关的值。这意味着先前发现的局

部最优值的信息可以用来指示将来的搜索工作。如果初始点靠近有希望的吸引点，那么更容

易发现其他的高质量的局部最优，前提当然是有多元化机制的保障，从而避免回落至以前访

问过的点。

在连续串行的局部搜索过程中，积累的有关适应度表面的信息会从过去转移到未来的搜

索。然而在并行的局部搜索中，多个局部搜索被激活，信息通过不同的搜索共享部分结果来

传递。本书的观点是，区别并不在于串行和并行（可以很容易地使用串行机来模拟并行过程），

而在于使用信息的不同方法。这些方法利用一组局部搜索流积累的信息，为不同的 LS 流进

行计算资源的战略配置。一个 LS流将被激活、终止，或者更改，这取决于共享的信息库，无论

这些信息是在一个中央存储器里，还是以分布式的形式存储（但也进行周期性的信息交换）。

MA 适合出现在这张图中，它是一组由基因所描述的进行遗传进化的个体，探索适应度

表面以寻找成功的初始点，而 LS机制（类似个人的终身学习）使选中的个体充分表达自己的

潜力，通过在单个搜索范围中达到局部最优来实现。标准的 MA 所采用的遗传算法（GA）遵

循选择/复制、交叉和变异的生物学范式。虽然 GA 对于许多问题是有效的，但是对于共享由

一组并行的搜索流（又名总体）积累的关于适应度表面的信息而言，根据生物遗传机制的某些

特定操作，实际上不一定会优于人为的直接机制。毕竟，每个人都希望一生学习到的数学知识

可以通过基因传给子孙后代，但生物条件至今未能实现拉马克机制（Lamarckian mechanism）：

这一传递由更直接的教育机制来完成。
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CoRSO背后的基本原理是设计某种机制，这种机制具有更高层次的集中协调能力，能有

效地管理许多局部搜索流 [17]。我们可以不局限于 GA，随意尝试不同的和更有组织性的方法，

来协调一组遵循社会学和政治学范式搜索数据流。不同的搜索过程之间的信息转移，就像高

效的政治团体的组织方式，例如僧侣的和谐社区。

23.2 CoRSO：一个政治上的类比

我们喜欢从人类经验中获得的类比，甚于动物或遗传上的类比。政治是一个团体做出集

体决定的过程。团体可以是公民政府，也可以是企业、学术和宗教机构等。问题的焦点是商议

出一个行动方案来引导决策并得到合理的结果。政治过程旨在制定重要的组织决策，例如各

项开支的优先次序，以及基于它们所产生的影响进行选择。

局部搜索是一种有效的构建模块，可用于寻找问题实例的初始解，并通过移动到相邻的

解逐步构建更好的解决方案。设想一个组织机构，比如公司，公司中的每一员都拥有解决问

题的智能。假定每个专家将专业知识用在已制定的初步解决方案上，那么一段时间后应该会

拿出各自的改进方案。这样做的目的是从战略上分配工作，以便根据不同专家能力积累的性

能数据，来找到优异的解决方案。

经典的模因算法从一个有效的局部搜索开始，借用杂交遗传机制来隐式地积累过去局部

搜索的信息，通过传统的生物激励的机制：选择/复制、突变和交叉。第一个发现是，个体能

够以更直接和确定的方式利用其最初的遗传信息（初始位置）。这是通过以初始字符串作为

起点并启动从此处开始的局部搜索，例如搜索局部最优而得到的。术语模因算法[73,82] 已被

引入某些模型，这些模型包含总体的进化适应，其中个体在生命周期内进行学习。这个术语

源自道金斯提出的一个概念，meme，是文明进化的单位，可以表现出局部细化 [40]。实际上，

有两个明显的方式可以用来集成个体学习：第一种方式是将局部搜索到的更好解决方案替换

初始基因型（拉马克进化）；第二种方式通过考虑局部搜索的最终结果而非初始值来修改适应

度函数。换言之，适应度函数不评估初始状态，而考虑个体的“学习潜能”值，由局部搜索的

结果来衡量。这种进化方式具有改变适应度的效果，同时所得到的进化本质上仍然是达尔文

式的。

现在，文化范式的道路已经开通了，自然可以考虑从组织中衍生出的模型，组织中有能够

独立学习并进行社会交往的个体，他们也出现在给不同的搜索流进行战略性的资源分配当中。

尤其是参考文献 [17] 提出了一种混合算法来进行函数的全局优化（称为连续反馈禁忌搜索），

其中的快速组合组件（基于禁忌的反馈搜索优化）在一个树状分区的初始搜索空间中确定有

希望的区域（盒子），并且在一个有希望的吸引域中随机局部搜索（反馈仿射振荡器算法）找

到局部最小值。用人类社会来类比，就像是组织一个大的跨国公司的营销力量（见图 23-1）：

每个个体（类比于营销经理）负责某个地理区域，地理区域的大小根据不同地区的利益分配

进行调整，分给不同个体的预算与其先前的宣传活动获得的结果相关。另一个政治类比是选
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区，根据不同地区的利益（人口密度）进行调整，并按区域潜力来争取资源。

图 23-1 分配局部搜索器的不同方式：模因算法（左图）和政治类比（右图）。叉号表示起始点，

圆圈表示使用局部搜索得到的局部最优。在右图中，每个个体负责构型空间的某个区

域，比如政治上通过选区来划分区域，企业中为不同的区域分配不同的营销经理。局部

搜索流如图所示

不过，现在是时候停止类比，开始考虑具体的算法了。CoRSO 框架的发展遵循下面的设

计原则。

• 通用优化：对需要进行优化的函数 f 没有可微性或连续性的要求。

• 全局优化：在一个给定的吸引域中，局部搜索部件确定局部最优，组合部件则倾向于
在不同吸引域之间跳转，并且偏向那些似乎包含有价值的局部最优的区域。

• 多标度搜索：在树结构中使用不同标度的网格，在搜索缓慢变化的区域时，能让 CPU

时间有些空闲，并可加强关键区域的搜索。

• 简单性、反馈和适应：CoRSO 的算法结构简单，该方法的几个参数在搜索期间，通过

从记忆中得到的信息自动进行调整。单一化–多样化困境的解决办法是先使用单一化，

直到有证据表明需要多样化（当过多区域被搜索轨迹多次重复经过）。如果有证据表明

当前区域中包含多个吸引域，那么搜索空间的树形离散化被激活。

• 可调精度：全局最优值可以用高精度来定位，一是因为网格尺寸的局部调整，二是因
为当随机 RAS 收敛时减少其抽样步骤。

在搜索过程中，CoRSO 的特点是能有效地利用记忆，就像反馈搜索优化所倡导的那样。

此外，通过在搜索区生成一棵树，简单的自适应（反馈）机制可以用来调整空间的离散化，以

及 RSO作用于禁忌的禁忌期。通过给每个变量设定上界和下界，这种调整限制用户对定义初

始搜索区的干预，但不需要调整参数。

CoRSO 框架将反馈搜索优化与针对特定问题的局部搜索组件融合起来。最优化问题的

一个实例是一对 (X , f)，其中 X 是一组可行点，f 是需要被最小化的成本函数：f : X → R。
下面考虑连续优化问题，其中 X 为 RN 的紧子集，由 N 个独立变量 xi 的界定义，其中
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BLi 6 xi 6 BU i（BL 和 BU 分别是下界和上界）。

在连续优化的许多流行算法中，先从一个起始点开始下降，找到“局部极小”，然后用一

个“全局”组件来分散搜索，从而得到全局最优。本书将一个局部最小值 Xl 的相对应的吸引

域定义为一个点集，若将其作为局部极小的初始构型，则 Xl 为局部极小值。

某些情况下，正如初始假设所指出的，手头的问题存在一个针对该特定问题的有效局部

搜索组件。因此考虑混合策略，其中局部极小化的目的是以足够高的精度寻找局部最小，而

组合组件的任务是发现有希望的吸引域，使对应的局部极小被激活。因为局部极小化的成本

很高，所以只有当一个区域很有可能包含有价值的局部最优时，它才会被激活。与此相反，

搜索区域的快速求值通过组合组件执行，并且候选区域的大小要进行调整，使其与单一吸引

域的大小相关。当有证据表明至少有两个不同的局部极小都位于同一区域时，这个区域会被

分割。

23.3 CoRSO 的例子：RSO 与 RAS 合作

现在简要地给出 CoRSO 框架的一个具体例子，在参考文献 [17] 的原始版本中称为连续

反馈禁忌搜索（continuous reactive tabu search）。

作为局部极小化方法，21.5节描述中的反馈仿射振荡器被用于这种情况，虽然 CoRSO方

法可以与其他局部搜索器合作。在混合方案中，RSO 必须确定能让局部极小化激活的区域。

下面来看看这个目标的实现，以及这两个组件的接口。

对于 i = 1, · · · , N, BLi 6 xi 6 BU i，初始搜索区域由每个独立变量 xi 的界所确定，该初

始搜索区域被分割的基本结构是一棵包含各区域的树（平行于坐标轴的盒子）。这棵新生的树

有 2N 片大小相等的叶子，即将每个变量的初始值域平均分成两份。只要在该区域中发现两

个不同的局部最小值，每个区域就再细分为 2N 个相等大小的子区域。由于细分过程由 f 的

局部特性触发，某些 CoRSO 迭代后，在不同的区域，树会有不同的深度，尺寸较小的区域需

要更加专注的搜索。只有树的叶子是组合部件受理的搜索点。树叶划分初始区域：任意两片

不同叶子的交集是空集，所有的叶子的并集恰好是初始搜索空间。图 23-2 显示了一个二维任

务的典型结构，其中每个叶子区域由实线边框和粗体的二进制字符串标识。

N 维的问题中，每个存在的区域由唯一的 n×N 位的二进制串 BS 标识：BS = [g11, · · · ,

g1n, · · · , gN1, · · · , gNn]。值 n 是这个区域树中的深度：n = 0 表示根区域，n = 1 表示初始树

的叶子（并因此初始字符串有 N 位），当细分一个给定的区域时，n 就增加 1。因此，区域沿

着第 i 个坐标的边长，等于 (BU i −BLi)/2n。区域原点位置的第 i 个坐标 BOi 是

BOi = BLi + (BU i −BLi)
n∑

j=1

gij

2j

对给定区域的邻域求值只针对现有的叶子区域，因为邻域求值的过程并不创造新的分区。



23.3 CoRSO 的例子：RSO 与 RAS 合作 227

现在，对于一个给定的区域 B，它所对应的标识二进制串为 BS，在对 BS 进行基本的操作后，

可以在搜索空间里得到 N × n 个大小相同的区域，图 23-2 展示了 BS = (1010, 1011) 的情况。

因为树在不同的区域可以有不同的深度，所以有些串没有对应的叶子区域，而另一些串可以

覆盖多个叶子区域。第一种情况下，对包围其中的最小叶子区域求值；第二种情况下，随机选

择一个包围其中的叶子区域进行求值。随机选择在原有区域中以均匀概率产生一个点，并选

择包含该点的叶子。这保证了叶子被选择的概率正比于它的体积。

图 23-2 CoRSO：搜索区域的树形结构。实线边框和粗体的二进制串表示叶子区域，阴影表示

区域 (1010,1011) 的邻居

1. 不同区域的求值机会

组合优化的 RSO 算法生成由点 X(t) 组成的搜索轨迹，CoRSO 则生成由叶子区域 B(t)

组成的轨迹。此处要强调两个重要的变化：其一，函数 f(X) 必须替换为一个度量，该度量
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用来测量当前区域包含好的局部最优的可能性；其二，树是动态的，搜索过程中区域数量会

增长。

组合组件必须快速找出有希望的区域。当缺少最小化目标函数 f 的详细模型时，可在区

域内以均匀概率分布产生一个点 X，并通过在该点求函数 f(X)的值来获得 B 区域的简单估

计。此处使用相同的函数符号，不同的是，它的参数是显式的：f(B) ≡ f(rand X ∈ B)。这个

估计很简单，其潜在的缺点是，搜索可能会强烈地偏向某个“幸运”区域（例如，f(X)接近给

定区域最小值），或者远离情况相反的区域。为了克服这个缺点，当一个区域在搜索期间再次

经过时，生成新的点 X 并求值，返回一些集体的信息。那么，返回的 f(B) 的值则是所求的

Xi 的平均值：f(B) ≡ (1/NB)
∑NB

i=1
f(Xi)，其中 NB 是点的数量。

看一下图 23-2 的例子。当前区域 (1010,1011) 有阴影所示的邻居。左上角的 (0010,1011)

不是一个现有的叶子区域，因此，它被转换成现有叶子区域 (0,1)。反之亦然，(1010,0011) 包

含 4 个叶子，其中 (10100,00111) 是一个随机选择的输出。图 23-3 给出了这个例子最终获得

的全部邻居。

图 23-3 CoRSO：区域 (1010,1011) 所有邻居的值

2. 在特定区域激活局部搜索的决定

根据 RSO动力学，只有当前点对应的基本移动不被禁止时，才对当前区域的邻近区域进

行求值。只有当前区域的求值 f(B(t))小于在附近执行的所有求值时，才决定是否触发局部搜

索组件（反馈仿射振荡器）。换言之，激活高精度 —— 因此成本很高 —— 局部搜索的一个必

要条件是，相对于候选区域的给定邻域，当前区域有很高的似然性可以产生最好的局部最小

值，似然性用 f(B) 测定。由于组合组件的贪婪性，搜索轨迹上的当前区域 B(t) 向着非禁忌

局部最优的区域移动，因此它最终将成为局部最优，并满足触发 RAS 的条件。注意，即使一

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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个给定的区域 B 在这样的竞争中失败（即它不是 RSO的局部最优），如果搜索期间再次遇到

它，它胜出的可能性仍然存在，因为不同的随机点 X 的求值可能产生更好的 f(B) 值。在最

佳条件下，如果 f 表面是光滑的，且 f(B) 是一个可靠的指标，并指示着可在区域 B 获得的

局部最小值，那么求值方法 CoRSO 会很快。不过该方法在困难的情况下也是具有健壮性的，

如果 f(B) 标准差很大或不是可靠的指标，不能清晰地指示通过反馈仿射振荡器获得的好的

局部最小值。

当前区域 B 的局部最优是激活振荡器算法的一个必要条件，但并不充分，除非 B 首次

达到局部最优。在这种情况下，RAS 总是触发。否则，如果 r > 1 是搜索期间区域 B 被选为

局部最优的次数，那么运行另一个 RAS 必须有充分的理由，即找到 B 中一个新的局部最小

值的概率足够大。贝叶斯规则用于估计所有局部最优已访问的概率，它可以用于单个小区域，

通过从均匀分布的起始点开始重复激活 RAS来实现多点启动技术。按我们的分割准则，一个

给定区域至多有一个局部最优（只要在一个区域中发现两个不同的局部最优就进行拆分，参

见 21.4.5 节）。此外，区域的一些部分可以是这样的：RAS 将退出边界，如果初始点属于这些

部分。因此，可以将区域划分成 W 个部分，区域中所包含的局部最小值的吸引域和将 RAS

引向外部，并使得吸引域的概率之和为 1（
∑W

w=1
Pw = 1）。

根据参考文献 [26]，若已执行过 r > W + 1 次，且确定 W 个不同的胞格（cell），则“观

察区域”的总相对量（即相对体积 Ω 的后验期望值）可由下式估计：

E(Ω|r,W ) =
(r −W − 1)(r + W )

r(r − 1)
, r > W + 1 (23.1)

如果 r 6 W +1，那就总是触发反馈仿射振荡器，这是因为上述估计在这种情况下不是有

效的；否则 RAS以概率 1−E(Ω|r,W )再次执行。这种方式中，如果上述估计预测找到一个新

的局部最优的概率很小，往往需要增加 RAS 的运行，但是为了健壮性，不会完全禁止重新开

始一个运行：式 (23.1) 的贝叶斯估计也许会是不可靠的，或者看不见的部分（1−E(Ω|r,W )）

包含一个很好的最小值和一个小的吸引域。

RAS 的初始条件（如图 21-14 所示）是初始搜索点在 B 内部均匀分布，初始搜索框架是
~bi = ~ei × (1/4)× (BU i −BLi)，其中 ~ei 是 RN 的标准基向量。反馈仿射振荡器生成一条轨迹，

这条轨迹必须包含在区域 B 中，通过将边界区域宽度设为 (1/2) × (BU i − BLi) 来扩大该区

域，并且这条轨迹必须收敛到 B 内的某个点。如果 RAS 退出扩大区或者根区域，它就被终

止，通过 RAS 执行的函数求值结果将被丢弃。如果它收敛于原区域之外、扩大区之内，该点

的位置将被保存。这两种情况下，CoRSO组合部件继续照常运行：下一个区域 B(t+1) 是 B(t)

可容邻域里最好的那个。任何情况下，“迄今为止最好的”值总是通过对所有可容的（根区域

里面的）点求值来更新。

一个可能的有别于通常 CoRSO 进化的例外情况，仅当该 RAS 在 B(t) 内收敛至一个局

部极小值 Xl 时发生。如果 Xl 是找到的第一个局部极小值，它会保存在这个区域的相关记忆
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结构中。如果局部极小值的 Yl 已经存在且和 Xl 对应于同一点，那么它就被丢弃；其他情况

下，若树中的“兄弟”（siblings）分开这两个点，则当前区域被分割。分割完成后，当前的区

域 B(t) 就不再对应于现有的叶子。为了恢复合法性，在 B(t) 中以均匀分布随机选择一个点，

于是合法的 B(t) 变为包含该随机点的叶子区域。因此，初始区域划分中的每个叶子区域被选

中的概率都与其体积成正比。分割过程将在下文说明。

3. 根据局部适应度表面调整区域

给定区域 B 内只要确定了两个不同的局部极小值 Xl 和 Yl，当前区域就被划分为 2N 个

大小相等的盒子。如果 Xl 和 Yl 分别属于新分区的两个不同的叶子区域，分割就终止；否则，

对包含 Xl 和 Yl 的区域进行继续分割，直到二者分离。

在所有情况下，旧区域不复存在，而被分割所得的集合取代。局部极小值 Xl 和 Yl 与

新划分的盒子关联起来。进行数值计算时，判断两个局部极小值 Xl 和 Y 1 为不同的标准是

‖Xl − Yl‖ < ε，这里 ε 是自定义的精度要求。

CoRSO 终止时，所有已经确定的局部极小值都被保存并报告。

图 23-4 一棵包含适应度平面和求值点的 CoRSO树：求值点（加号）、局部极值点（实心点）、LS

堆积（折线）。本图改编自参考文献 [17]

图 23-4 展示了一个 CoRSO 运行过程中产生的树状结构的例子，这是一个二维函数的情

况（参考文献 [17]中描述的 Strongin函数）。局部最优清晰可见，如同“山峰”。注意，求值的
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点（用来计算 f(B)的点）准均匀地（quasi-uniformly）分布于搜索空间：这是与体积成正比进

行选择的结果，它保证以公平的方式对待搜索空间的所有区域。RAS 轨迹要么收敛到局部极

小值（实心点），要么当其退出扩大区时终止，如 23.3 节所述。按我们的分割标准，每个区域

包含至多一个局部极小值。尽管图中没有显示，大多数的点在局部搜索阶段需要求值（本例

子中约有 85%），这才是 CoRSO 算法中最昂贵的部分。

需要强调的是，CoRSO 是一种集成局部搜索组件、对区域进行战略分配和大小调整，以

及在多维空间产生初始点的方法论。读者可以随意尝试不同的局部搜索组件，改变原空间的

分割方法或激发局部搜索的细节。

梗 概

现实世界中很多有趣的优化问题都很复杂，需要大量的时间计算来找出解决方案。

使用多台计算机并行工作（也许在云端，必要时可以租用）可以解决这一困难，节省

产生可接受的解决方案的时间。

某些情况下还可以考虑独立搜索流，周期性地向中央协调器报告目前为止发现的最佳

解决方案。永远不要小看这一简单解决方案的力量！其他情况下，各计算机之间更智能的

协调机制会带来更高的效率。

CoRSO 框架将解空间进行有组织的细分，以在线的方式对其进行调整，以此来协调

一组交互的求解器。

从人类社会组织中提炼出的范式，其特点是能够“边干边学”。相比于从简单的生物或

遗传原则派生出的范式，这些范式可能会得到更好的结果。

明智的人能比病毒更有效地解决复杂问题，通常也不会像病毒那样造成致命的后果。

苍蝇的一生很短暂，也学不了很多东西，如果一不小心碰到滚烫的白炽灯灯泡，很容易就

会送命。人类的孩子则只要触摸一次发烫的灯泡，知道什么是“烫”以后，将来就不敢再

这样做了。
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好酒若吝惜，怎得佳人醉。
①

—— 意大利谚语

生活是充满妥协的，正如民间智慧所言，人们不能“用一个屁股骑两匹马”。大多数现实

世界的问题，无法找到一个简单的或者在数学上十分清晰的函数 f(x) 来进行最小化。

有两个重要的难点。第一点，大多数的问题需要达成一个以上的目标。这是多目标优化

问题（MOOP），因此要在许多相互冲突的目标中进行权衡。大多数现实问题都是这样的。例

如，你买车的时候，心里有不同的目标，速度、成本、大小等，并且你有自己权衡不同目标的

方式。如果你买了一辆法拉利，你的权衡方式很可能不同于那些买了城市小型车的人。如果

你正在寻找一个伴侣，不同的候选人可能有着美丽与智慧的不同组合（先接受它，这只是一

个粗略的简化）。不幸的是，同时最大化这两个参数的情况是罕见的，因此不得不妥协。

第二点，即使存在一个要被最大化的整体效用函数（cutility function），它抽象地组合两

个或更多的目标，然而得到一个封闭形式的函数却可能是非常困难的，甚至是不可能的。试

着问问你最好的朋友（最好不要直接问你的伴侣）：“跟我说说，你认为美丽与智慧的最优结合

① 意思是鱼与熊掌不可兼得。—— 译者注
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的效用函数是什么？”或者，把模型限制为线性组合：“能不能告诉我，美丽和智慧的权重是什

么呢？”问题的求解及优化技术往往提供了大量的潜在解决方案，例如设计过程创新、虚拟原

型设计、业务流程设计。决策者要从大量的潜在解决方案中选择一个优选的解决方案，这一

关键任务需要考虑显式定义的目标（最大化一个或多个数学函数），硬约束和软约束，以及那

些隐式的但往往对于智能决策而言至关重要的偏好。

问题求解通常是带有学习的迭代过程，如图 24-1 所示。其中有一条两个实体之间的学习

路径：决策者和配套的软件系统。决策者分析一些代表性的解决方案，了解具体的可能性，并

更新目标。软件系统则记住用户的偏好，并将关注的焦点转移到最终用户更为关心的决策/解

空间，以此来修改内部搜索过程。该迭代过程持续进行，直到发现一个令人满意的解决方案，

或者失去了耐心。

图 24-1 问题求解和优化通常是带有学习的迭代过程

MORSO（多目标反馈搜索优化）用来表示多目标优化任务求解的方法，其特点是迭代和

学习路径。学习发生在用户的脑中，以及求解技术（以及相应的软件工具）中。与此密切相关

的一个术语是交互式多目标优化，但本书意图以更直接的方式强调系统化、自动化和在线学

习技术。

24.1 多目标优化和帕累托最优

在多目标优化问题（MOOP）的典型情况中，用户能够指定一组期望的目标，但并不能

给出权衡的方式、不同目标的相对重要性，以及如何将其适当地组合成一个整体的效用函数。

一个 MOOP 可以表述为：

最小化 f(x) = {f1(x), · · · , fm(x)}
使服从 x ∈ Ω
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其中 x ∈ Rn 为包含 n 个决策变量的向量；Ω ⊂ Rn 是可行域，并且通常由一组决策变量上的

约束指定。在之前寻找合适伴侣的例子中，Ω 可以设为某一性别（男或女）的所有人的集合，

并且至少有读写能力。你当然不会从不满足这些约束的人中选择伴侣。

向量 f : Ω → Rm 是 m 个目标函数，需要同时加以最小化
①
。目标向量是决策向量的像

（image），可以写为 z = f(x) = {f1(x), · · · , fm(x)}。如果目标函数是相互矛盾的，那么上述
问题就是不适定的，这种情况在现实世界里经常发生。这些情况下，如果一个目标向量的任

何一个分量的改进都不得不损害其他分量，那么这个目标向量就被认为是最优的。如果对于

所有 k 都有 zk 6 z′k，并且存在至少一个 h 使得 zh < z′h，那么称目标向量 z 对 z′ 占优，表

示为 z ≺ z′。如果对于某个点 x̂，没有其他点 x ∈ Ω 使得 f(x) 对 f(x̂) 占优，那么称点 x̂ 为

帕累托最优（Pareto-optimal）。图 24-2展示了这个概念。帕累托边界（或帕累托前沿）包含了

所有帕累托最优的点。在这个例子中，一个伴侣是帕累托最优的，如果找不到同样好看但更

聪明，或者同样聪明但更好看的人，等等。就像你意识到的那样，只考虑帕累托最优人选是有

道理的：没有哪个理性的人会喜欢一个不占优的伴侣！通过将注意力限制在帕累托边界（帕

累托有效的那一组），设计者可以在此组内做出权衡，而不是考虑每一个参数的全部可能性。

图 24-2 帕累托最优。所有像左下角那个人一样不占优的点都不会被列为最终候选。在帕累托边

界（虚线）上的点需要进行权衡

① 如果目标函数是美貌和智慧，那么显然必须加以最大化，即最小化其反面。
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正如前文所提到的，让用户在看到实际优化结果之前先验地量化效用函数（例如通过选

择不同目标的线性组合权重）是具有挑战性的。如果最终用户与优化专家合作，他们之间可

能出现误解。当 MOOP 的冲突目标数目增加时，这个问题可能变得更严重。最终用户可能不

满意优化专家提出的解决方案，因为一些目标始终隐藏在最终用户的脑海中。后验方法也存

在不同的缺点，该方法给最终用户提供一组代表整个帕累托前沿的解决方案，让他可以从中

选择最喜欢的解决方案。

虽然对用户来说，提供明确的权重和数学公式是很困难的，但是他们一定可以评估返回

的解决方案。大多数情况下，改进这种状况的策略是最终用户和优化专家互动合作来改变问

题本身的定义。优化工具将在新版本的问题上重新执行。这个过程可以被迭代任意次数，如

图 24-1 所示。

24.2 脑--计算机优化：循环中的用户

现在我们正进入本书最前沿、最令人兴奋的话题：分析、可视化和优化的整合。抽象解决

方案都是有特定含义的数字向量。

在互动问题求解的场景中，用户可以调用一个针对特定问题的程序来获得有关特定解决

方案的信息。该程序是各种不同的应用都要提供的，可用于可视化特定点的详细信息，例如

解决方案的图形显示。

针对特定问题的同一程序可以用于接受特定解决方案的反馈，比如个人的评价，如图 24-3

所示。

作为一个经验法则，大部分为解决现实世界问题所做的努力，都花费在问题的定义上，以

一个可计算的方式指定需要优化的函数。在此建模工作完成后，优化在某些情况下成为商品。

给研究人员和开发人员的提示是，更应该致力于设计配套的技术和工具来帮助最终用户，他

们往往没有数学和优化的专业知识来定义和完善需要优化的函数，使其对应于真实目标。想

想寻找一个伴侣时，定义自己喜欢的美貌与智慧的权重。如果有人要你在开始搜索前就以定

量的方式来指定权衡，你可能会感到很尴尬。只有在看到一些例子之后，你才能弄清权重和

目标。

反馈搜索优化（RSO）致力于在线学习技术，以支持通过自适应局部搜索方法寻求解决

方案，这一方法与搜索历史相关。学习的信号包括在该实例上运行算法时收集到的结构特征

数据，例如吸引域的大小、轨迹中的陷阱、以前重复访问过的解。该算法通过与一个先前未知

的环境交互进行学习，这一环境由现有的（固定的）问题定义给出。

我们认为还有一个有趣的在线学习循环，在这个循环中，学习的信号来自最终用户，旨

在修改和细化问题定义本身。这种情况可能发生在许多环境中，取决于给定的关于问题的先

验知识的多少、允许的修改，以及问题的种类。

参考文献 [10] 中描述了使用 RSO 的交互式多目标优化的一个例子。本书考虑的方法和
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参考文献 [121, 41, 103]有共同之处，通过对解决方案进行两两比较实现了与最终用户的交互，

但使用非线性偏好函数来解决更广泛的一类问题。这种情况是有趣的，因为许多（也许是大

多数）决策问题都是非线性的，这反映了我们的偏好，即合理的、折中的解决方案。对于任意

（非线性）模型这一领域的前沿技术感兴趣的读者可以读读最近的技术文章 [13]。

图 24-3 脑–计算机优化（BCO）：对于交互的多目标优化，从最终用户中学习问题的定义（改编

自参考文献 [10]）。

这里我们关注简单和经典的线性情况 [10]，目标是学习最终用户偏好的占优的解。假设用

户为 MOOP问题提供了不同的目标，然而看到优化的实际结果之前，他不能量化不同目标的

权重。该系统的目的是学习权向量 w = (w1, w2, · · · , wm)，它最优化如下线性组合 g：

g(x,w) = w1f1(x) + w2f2(x) + · · ·+ wmfm(x)

一种更紧致的形式是：

g(x1, x2, · · · , xn,w) = f(x)Tw

其中 f = (f1, f2, · · · , fm)。不失一般性的条件下，假设 g 必须被最小化。
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每次迭代提出两个解决方案，决策者从中选择最喜欢的那个，如果有的话。这是要问的

最简单的问题，一个定性的整体偏好。如果决策者不能回答，他或许应该换一份工作！由最终

用户说明的偏好转换成权重必须满足的约束。这保证所得到的效用函数与用户的判断是一致

的。如果 a = (a1, a2, · · · , an) 和 b = (b1, b2, · · · , bn) 是系统提供的两个解决方案，最终用户的

偏好是 a ≺ b，即相比于解决方案 b，用户更偏好 a ，可通过以下约束来表示：

g(a,w) < g(b,w)

因此，最终用户回答的每个问题都会产生新的权重上的线性约束。学习用户偏好的问题

就变成了寻找一个解 w，满足由用户反馈所产生的权重约束集。

所有的权重都以位于区间 (0, 1) 的随机值初始化，然后归一化，使其和为 1。在每次迭代

中，两个占优解 a 和 b 由最终用户进行比较。这两个解都是通过最小化输入问题的目标函数

的线性组合而得到的：

min
x

g(x,w)

特别是第一个解 a，是使用当前的权向量 wcurr 得到的，该向量通过最中间权重（middlemost

weight）技术 [86]，求解下面的线性规划问题而得到：

max
w

γ

使服从





g(a,w) 6 g(b,w)− γ ∀a ≺ b

wi > γ ∀i = 1, · · · ,m

γ > 0

上式的意义是搜索到的权重是一致的，但也要远离一致区域的边界。正参数 γ 越大，不等式

就越安全。即使添加受限噪声（例如物理量的测量误差引起的），且 g 值稍有变化，不等式方

向改变之前仍有一个安全间隔（safety margin）。

第二个解 b 可以使用权向量 wpert 得到，该向量通过扰动 wcurr 生成，并确保产生的两

个解足够不同。参考文献 [10] 中考虑了不可行线性约束问题（可能由于决策者一时糊涂，或

者线性逼近太粗糙）。更复杂的非线性情况的解决办法，是基于参考文献 [13]中支持向量机方

法的机器学习技术。

参考文献 [33] 提出了帕累托前沿的主动学习（ALP）的新方法。ALP 将标识帕累托前沿

转变成一个有监督的机器学习任务。产生监督信息的计算工作量由一个主动学习战略来降低。

值得一提的是，该模型是从一组有信息量的训练目标向量中训练得到的。

本章最后想说的是，请记住，如果你需要解决一个有挑战性的问题，智能优化的力量之

源既能帮助定义你想完成的任务，又能实际计算出一个或多个解决方案。

许多情况下，一些决策可能，并且也许应该推迟，直到有专家用户对初步可能的解决方

案做出评价。
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梗 概

当顾问访问一个企业时，如果以传统的数学方式来优化，那么他会问的典型问题

是：“您的企业中，要优化的函数是什么？”他说“函数”的意思是明确的数学模型，将

输入（决策）和输出（如利润）联系起来的公式，没有任何含糊之处。这种态度再加上大多

数企业缺乏明确定义的模型，也许就是把最优化的能量扼杀在现实世界中的原因。

企业所有者告诉顾问：“对不起，我没有数学函数。”LION 方式打开了一扇希望之窗，

并带来了释放优化能量的机会。他可以回答说：“不要担心，即使您不能给我您的模型，我

可以根据您的数据和反馈建立一个模型给您。”使用一台个人电脑来支持决策，并不会让

你废弃个人的专业大脑。

大多数问题求解和优化工作本质上是有学习参与的迭代过程，从数据中学习，也从决

策者那里学习。当这一做法得到公认，我们会迎来一个充满机会的崭新时代。现在仍然需

要很多的努力，对数据科学家来说是个好消息，不过前进的道路已经在地图上了。
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第25章 文本和网页挖掘

百科全书将出现全新形式，它会是一张有相互关联的条目

贯穿其中的网，被当作记忆的扩展存储器（memex）并被放大。

—— 范内瓦�布什，1945

机器学习和优化的应用是不计其数的。接下来的章节考虑了两个例子：文本挖掘，它本

身就是一个完整的领域；合作推荐，企业从简单客户数据中提取有价值的信息的一个典范

案例。

如果数据是非数字元素的集合，例如文档，我们仍然可以使用很多分析数字数据的技术，

但是需要对文档进行适当的预处理，并对 ML 方法进行微调。预处理将文本转换成包含数值

的向量。ML 的微调方法要处理很多情况：向量的坐标数可能十分庞大，文字具有歧义，文本

结构难以分析，还有需要特设度量、特征选择和提取的情况。

信息检索大多用于搜索文档和文档中的信息。网页挖掘则是调整方法以适应于万维网的

情况。网页是一种非结构化（或者最多半结构化）数据集，主要是人类可读的文本和图像的形

式，通过超链接相连。网页不是一个数据库：数据项结构（模式）的完整描述是没有的，它只

是人类可读的数据和可用的超链接的一个混乱集合。已经有一些工作帮助机器（计算机）通

过语义支持来自动提取网页的意思，但是由于其无组织性和不断发展的结构，这一任务十分

艰巨。“语义”指数据项所表达的“意思”，所谓的语义网（Semantic Web）就是向网页添加元
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数据 —— 关于数据含义的数据 —— 使得自动代理和软件能够更智能地访问网页，例如理解

某个字段是人名，某个字段是年龄，某个字段是地址等。

“大数据”是一种流行的商业术语，它所描述的数据集合是如此之庞大、复杂和非结构

化，以至于传统数据处理的应用程序难以应付。

记住，网页所包含的除了文本，还有标签（tag），它们修改外观和文本的含义，其中包含

到其他文档的链接（超链接），一些情况下还有元数据描述不同部分的含义。图 25-1 展示了

一个简短的 HTML 网页的例子。没有网页是一座孤岛：其实超链接对网页的搜索、排名、分

类都有帮助。当然，其他领域也存在类似的链接结构，如社交网络和论文参考文献等。

图 25-1 一个超文本标记语言（HTML）网页的例子，HTML 是网页的标准语言，描述了整个页

面的结构

25.1 网页信息检索与组织

在冒险尝试更有趣的网页挖掘任务之前，如排名、聚类和分类，先开始了解如何收集网

页的原始内容（爬虫），以及如何组织这些内容为进一步的分析做准备（索引）。如果你不关心

原始数据是如何得到的，只对高层次的网页挖掘问题有兴趣，你可以直接跳到 25.2 节。

所收集的文档经过处理后，成为适于回答查询和检索信息的索引。不同于 RDBMS（关系

数据库）的情况，回答的顺序是基本的：用户希望首先看到相关数据。换句话说，目的是最大

化前几个答案就能满足用户需求的概率。网络爬虫和网页索引的结合就是一个搜索引擎。

在某些情况下，为简化搜索而建立目录。它们是树形结构的（分类），最初是人工设计的。

文件的组织过程可以自动通过聚类和无监督学习方法来完成。其目的是自动发现文档的分组，

使得同一组内的文档比不同组中的文档更为相似。正如人们所认为的，设计自动化的文档聚

类技术时，相似性度量是一个至关重要的问题。

25.1.1 爬虫

网页信息的处理始于爬虫，一个访问网页和收获其中所载信息的系统方法。爬虫的基本

原理包括从一组给定的 URL开始访问网络，获取和收集相应的页面，扫描收集到的网页来找
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出未被收集的网页超链接。

如果你熟悉图论，用节点表示网页，边表示链接，任务就是遍历图，即以系统化的方式访

问所有节点，同时避免重复访问。基本爬虫对网络的访问能够与底层通信协议（HTTP）的一

些知识一起使用，虽然如此，由于要避免很多陷阱，仍需仔细考虑设计。

• 许多网页服务器假设人的意愿是网页请求的动力，因此，它们认为任何每秒获取许多
网页的尝试都是攻击，并以拒绝访问来响应。

• 在互联网上，越来越多的网页在细节上是动态的，其内容取决于用户预先输入的数据，
也取决于预先存在客户端的 cookie，甚至还取决于请求来自的位置；因此，任何自动

收集所有可用信息的企图都会失败，系统事先必须获取一些用户的信息。

• 解析主机名可能比获取数据本身需要更长的时间；一般情况下，确定真正的瓶颈并不
是件容易的事。

• 现在网页中占主导地位的是带有多对多关系的虚拟服务器（域名对应 IP 地址，URL

对应网页，何况还有镜像或抄袭的信息），于是那些已经被访问的网页越来越难以

识别。

图 25-2 一个基本的爬虫结构：从网页中提取 URL 并加入队列；提前获取域名解析以防潜在的

DNS 瓶颈

图 25-2 展示了一个极简的爬虫结构：尚未访问过的网址保存在一个队列中；每获取一个

页面，扫描该页面查找新的 URL。为了克服上述的 DNS 瓶颈，可以在该 URL 的最终请求之

前发出一个初步的 DNS 请求。避免页面和 URL 重复也很重要，因此可以在整个工作流程中

放置各种“是新的吗？”检查点。

25.1.2 索引

索引是必需的预处理，使查询可以迅速得到回答。这是最简单并且迄今为止最常用的一

种查询，包括一个或一个以上的条件，在某些情况下，这些条件由布尔运算符相连接。例如，
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人们可能搜索含有单词“Reactive”，而不含单词“Search”的文档；包含短语“Reactive Search

Optimization”的文档；“Reactive”和“Search”出现在同一个句子里的文档，等等。

建立索引之前，文档先进行一系列清洗步骤，通常包括：HTML 标签和其他非相关的标

记项被过滤掉（有一些例外 ——应该保留一些元信息，标题标签可能会提供相关性的信息和

文字的可见性）；标点符号可以移除，如果需要也可以更换为句尾标记；字母大小写统一（例

如全部小写）；其余文本都标记化（tokenized），即将其分为单词；很常见的词语（“and”“I”

“the”，等等），也被称为停止词（stopword），需要被除去；同一个词的不同形式都转变为词

干（这样“play”“playing”和“played”都对应同样的标记）。

虽然在这个过程中，并非所有的原始信息都被保存，从信息检索的角度来说，丢失的部分

主要是噪声，如果用户发送查询“Shakespeare play”给搜索引擎，他会期望含有“Shakespeare

plays”的结果，并具有合适的大小写和单复数形式。

图 25-3 展示了两个样本文档 ①
，d1 和 d2，其中下标表示符号在文档中的位置。

直接索引是将词项 ID tid 映射为文档中的 ID 和位置 (did,pos) 的一张表。图 25-3 的左

侧展示了这样的一张表，在这张表里搜索包含某符号的所有文档是非常低效的（必须扫描整

张表）。反向索引通过“转置”前一张表得到（图 25-3 的右表），并且给出对应每个符号的包

含其在内的文档列表。

图 25-3 两个文档（顶端）及其直接索引（左表）和反向索引（右表），来自参考文献 [34]

① 选自莎士比亚的《理查二世》，第四幕，第一场。
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25.2 信息检索与排名

网页的原始内容被正确保存和预处理（添加索引）之后，现在来考虑更有趣的任务，搜

索文档和文档内包含的信息，也称为信息检索（IR）。在一般情况下，人们想检索到与查询相

关的、质量良好的文档。如果搜索“loss”和“care”，可能检索到莎士比亚，但也可能是“hair

loss care”相关的文档，这很可能是你不想要的结果，如果你的兴趣是文学，而不是防脱发护

理的话。

文档检索性能指标的标准定义如下。如果 A 是相关的文档，B 是检索到的文档（见图

25-4 以及 3.3 节的图 3-4），可以确定：

• 检索到的相关文档（真阳性）为 A ∩B；

• 检索到的无关文档（假阳性）为 B \A；

• 未检索到的相关文档（假阴性）为 A \B。

检索系统的精确率（precision）定义为检索到的文档中相关文档的比例：

精确率 =
|A ∩B|
|B|

该系统的召回率（recall）定义为相关文档被检索到的比例：

召回率 =
|A ∩B|
|A|

图 25-4 信息检索：相关文档和检索到的文档

召回率度量与网络搜索通常不那么相关，因为相关文档的数量对于人工检查来说通常是

过大的。而对于搜索引擎而言，呈现给用户的结果的次序是至关重要的。一般情况下，意味着

对文档进行排名，因此适当的性能指标应该青睐那些将相关文档放在最前面的方法，并在用

户浏览器中首先显示它们，作为对搜索的响应。

考虑图 25-5，其中浅色点代表相关文档，右侧显示了排名。很明显，最优排名过程应该将

浅色文档放置在顶部。考虑到这一点，下面来介绍性能的更加专业的定义。

设 D 是包含 n = |D| 个的文档的语料库，令 q 是一个查询。Dq ⊂ D 定义为与 q 相关的

所有文档。假设 Dq 表示该系统“所希望”的答案。令 (dq
1, d

q
2, · · · , dq

n) 为 D 的一个次序（“排

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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名”），是系统对查询 q 返回的响应。(rq
1, r

q
2, · · · , rq

n) 定义为

rq
i =





1 dq
i ∈ Dq

0 其他情况

图 25-5 一个排名的例子

现在可以定义排名相关的召回率和精确率，这将有助于回答这个问题：“如果只用了排在

前 k 名的答案，我们如何评价系统性能？”

排名为 k 的召回率定义为在前 k 个位置找到相关文档的比例：

召回率q(k) =
1
|Dq|

k∑

i=1

rq
i

类似地，精确率定义如下：

精确率q(k) =
1
k

k∑

i=1

rq
i

与往常一样，没有免费的午餐：在分析排名列表时，召回率可以通过增加 k 的值来提高；

但如果这样，就会出现越来越多的不相关文档，从而拉低了精确率（精确率–召回率平衡）。

25.2.1 从文档到向量：向量–空间模型

为了使用向量空间的标准技术来搜索、聚类和分类文档，首先需要将每个文档映射到一

个向量（向量–空间模型）。
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预处理后，现在你的文档是单词的一个包，实际上是标记的一个包，而得到一个向量的最

简单方法是：i) 固定一套单词（标记）；ii) 每个单词（标记）都由一个单独的数轴来表示；iii)

如果文档不包含某符号 t，那么向量对应数轴 t上的值设为零；如果在文档中包含该词一次或

更多次，那么设为一个大于零的数。

如果 n(d, t)是文档 d包含单词 t的次数，那么单词 t在文档 d中的词频（term frequency）

TF(d, t) 定义为关于 t 在 d 中的相对频率单调递增的数字。一些可能的定义如下：

TF(d, t) =
n(d, t)∑

τ

n(d, τ)

TFSMART(d, t) =





0 n(d, t) = 0

1 + log (1 + log n(d, t)) 其他情况

如果一个词出现的次数太多，可用该 TFSMART 式子避免某一维上出现夸张的值。在网页

出现的最初几年里，这是一个常见的情况，当时简单的搜索引擎只计算词出现的次数。曾经

有很多网页为了在用户搜索时排在前面，故意包含像“sex”这样的词，重复出现多达数百次。

事实上，最近的搜索引擎通过使用超链接信息来打击这种垃圾信息，后面的章节将会提到。

事实上，最有趣的词往往是文档中不太常见的词（罕见词如“C++”“反馈搜索优化”“随

机的”，它们可能比“是”“好”“自由”“优秀”包含更多的信息）。逆文档频率可以定义为一

个随着某个词的整体词频在全体文档语料库中增加而单调递减的数字：

IDF(t) = log
1 + |D|
|Dt|

其中 Dt 是包含词 t 的文档集合，对数用于避免那些非常罕见的词带来的夸张乘数。值得注

意的是，上述方法得出的向量是启发式的，并不是基于信息理论那样的基本原则。如果你认

为对数用在这里不合适，可以随意尝试其他的函数。降低了出现在太多文档中的弱词的重要

性后，TF-IDF 空间（词频逆文档频率）中的特定文档 d 由下面的向量表示：

d = (dt)t∈terms ∈ Rterms

其中分量 dt 是

dt = TF(d, t)IDF(t)

查询 q 是由词组成的一个序列，因此允许其表示 q = (qt) 和文档位于同一空间。给定查

询 q 和文档 d，现在通过考虑向量空间相似性的度量，可以测量它们的邻近度，如图 25-6 所

示。下面列出了两个在 TF-IDF 空间中经常使用的相似性度量。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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图 25-6 几何解释

• 欧氏距离 ‖d− q‖。为了避免量极的不统一，向量应被归一化，也就是说，原文档 d 的

n 重副本和 q 之间的相似性应和 d 本身和 q 之间的相似性相同：

∥∥∥∥
d

‖d‖ −
q

‖q‖

∥∥∥∥

• 余弦相似性，即向量 d 和 q 之间角度的余弦：

d · q
‖d‖ ‖q‖

也可以参见式 (15.3)。

因此，基于 TF-IDF 坐标的信息检索系统工作原理如下。首先建立 TF(t, d) 和 IDF(t) 信

息的逆索引。给定一个查询时，将它映射到 TF-IDF 空间，根据相似性度量对文档进行排名，

并返回最相似的文档。搜索方法可以不同的方式扩展，例如搜索短语。参考文献 [34] 中给出

了这一主题的更多细节。

注意，传统的 TF-IDF 表示中没有什么神奇的：这只是一个启发式的方法，给信息量更

丰富的单词更大的权重，使上面给出的标准度量能得出合理的结果。基于信息内容（如互信

息）的更复杂的度量学习或特征选择方法会带来更好的结果，但需要用户提供更多的信息。

25.2.2 相关反馈

如上所述，将查询转化成向量后，可以用一个向量相似性度量来识别一组最相似的文档

并返回给用户。

不幸的是，由于平常的网页查询只有一个词或两个词那么长，检索到很多不相关的内容

也并不奇怪。因此，要么需要一个严肃度量来定性地排名文档（例如 25.3 节的 PageRank），

要么至少以一种方式来快速地从用户获得反馈，并以此产生更好的查询。
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罗基奥方法（Rocchio’s Method）更新用于第一查询的向量，使之相似于被用户标识为相

关（喜欢）的文档的描述向量，而区别于被列为不相干（不喜欢）的向量，如图 25-7 所示。这

一过程可以想象为用户喜欢的文档吸引查询向量，不喜欢的文档排斥查询向量。具体来说，查

询向量被更新为：

q′ = αq + β
∑

d∈D+

d− γ
∑

d∈D−

d

其中，D+ 是一组用户喜欢的文档，D− 是一组用户不喜欢的文档。参数 α、β 和 γ 控制改变的

量。细心的读者可能会注意到，原型向量更新的方式与第 17 章中的自组织映射的方式相似。

图 25-7 罗基奥方法

25.2.3 更复杂的相似性度量

在一个 TF-IDF 向量空间，可以用距离上的递减函数定义两个词之间的“相似性”为距

离的逆。例如，尽管一个对象与自身进行比较时，相似性趋于无穷，但需要某些修正。如果这

些元素用了集合表示法，可以用另一个相似性度量：杰卡德系数（Jaccard coefficient）。令 A

和 B 为两个（有限）集合，A 和 B 的杰卡德系数定义为

r′(A,B) =
A ∩B

A ∪B

它的目标应该很清楚：将两个集合中的共同元素（交集）和它们的总规模进行比较。它在 0和

1 之间取值，r′(A,B) = 0 表示两个集合中没有共同元素，r′(A,B) = 1 表示 A 和 B 是相等

的。一个附加的重要性质是，1− r′(A,B) 是一个距离，它服从一个度量的所有性质。
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接下来采用一个更以文档为中心的定义。如果 d 是一个文档，那么定义 T (d) 为它所包

含的一组标记（词）。需要注意的是，由于集合中的元素一般来讲没有多重性（multiplicity），

而且我们只对二进制模型感兴趣，即一个词或者存在，或者不存在。那么，这两个文档的杰卡

德系数是

r′(d1, d2) =
|T (d1) ∩ T (d2)|
|T (d1) ∪ T (d2)|

在搜索引擎中使用的的杰卡德系数基于以下事实：用户所认为的查询通常是一组不重复

的词，没有用户会在谷歌里输入类似“reactive reactive search”的查询，然后期盼返回包含单

词“reactive”两倍于单词“search”的文档。

下面是一种计算杰卡德系数 r′(·, ·) 的算法框架。
• 对每一个 d ∈ D

– 对每一个词 t ∈ T (d)：将记录 (t, d) 存进文件 f1。

• 以 (t, d) 的顺序对 f1 进行排序，然后将其合并成 (t,Dt) 的形式。

• 对每一个在 f1 扫描到的词 t

– 对每一对 d1, d2 ∈ Dt：将记录 (d1, d2, t) 存进文件 f2。

• 以 (d1, d2) 的顺序对 f2 进行排序，然后将其加入第三个字段进行合并。

一些技巧可降低搜索成本，比如可以预先为所有文档查询对计算杰卡德系数，否则需要

大量的存储和 CPU 时间；或者通过给每个文档或者查询预关联一个小而数量固定的最相似

文档的列表，减少文档查询对的数量。此外，非常频繁的词（低 IDF）可以完全不考虑。

在实践中，许多情况下人们对近似（approximating）系数感兴趣。一个可行的方式是利用

随机排列的有趣的随机算法。

如果使用概率，给定集合 A 和 B，我们从这个有趣的等式开始：

|A ∩B|
|A ∪B| = Pr(x ∈ A ∩B|x ∈ A ∪B)

如果可以估计上述概率，就可以估算杰卡德系数。我们所能做的是从集合 S ⊂ {1, · · · , n} 生
成随机元素，并通过事件的比值来估算概率。

从集合 S ⊂ {1, · · · , n} 中选择随机元素，可以选择 n 个元素的随机排列 π，并在 S 中挑

选元素，使得它在 π 中的像是最小的：

x = arg min
x∈S

π(x) = arg minπ(S)

当应用于 A ∪B 时，该方法在交集中定位一个元素，当且仅当：

minπ(A) = minπ(B)

因此，可以通过随机排列并检查两个最小值是否重合来估计上述比例。



250 第 25章 文本和网页挖掘

接下来证明为什么排列是有效的。给定集合 A,B ⊂ {1, · · · , n}，为了得出两个最小值重
合的概率，建立一个排列，计算有多少排列 π : {1, · · · , n} → {1, · · · , n}（n! 个可能性）有下述

性质：

minπ(A) = minπ(B)

从图 25-8 中应当搞清楚的是：

• A ∪B（灰块和斜纹块）的像有

(
n

|A ∪B|
)
种不同的选择方式；

• 在这样的像中，可以在组成交集的 |A ∩B| 个元素中选取最小元素（粗箭头）；
• A ∪B 的像中的其余元素可以有 (|A ∪B| − 1)! 种排列方法（细箭头）；

• 不在 A ∪B 内的元素有 (n− |A ∪B|)! 种排列方法（虚线箭头）。
所有这些相乘之后，可以得到：

(
n

|A ∪B|
)
· |A ∩B| · (|A ∪B| − 1)! · (n− |A ∪B|)! = n!

|A ∩B|
|A ∪B|

除以排列的总数后，推导出所需的等式。

图 25-8 构建一个排列

一个随机但效率低下的算法如下：

• 生成词集上的 m 个排列的集合 Π；

• k ← 0；

• 对每一个 π ∈ Π

– 若 minπ(T (d1)) = minπ(T (d2))，则 k ← k + 1；

• 估计 r′(d1, d2) ≈ k

m
。

通过将随机算法与多文档系数的同步计算相结合，就能够处理万维网中的大量文档，其

中随机算法使用适用于外部存储的数据结构。

25.3 使用超链接来进行网页排名

如前所述，网页是如此之多，以至于检索一些与查询相关的页面的集合已远远不够，还
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要检索高质量的相关网页集合。这个问题早在网页出现之前就有了，阅读书籍或论文时也会

遇到。人们想把精力花在高质量的某一主题的论文上，不会在质量差的论文上浪费时间。在

科学界，如果一篇论文被其他高质量的论文引用，那么这篇论文也会被认为是高质量的，因

为这意味着有些同行发现这篇论文有用，并通过把该论文加入到引文列表中以表示认可。一

个更现实的比喻是，某个应聘者是有价值的，如果有许多其他有价值的人准备推荐他。一般

情况下参见图 25-9，在人与人之间的社交网络中，一个人的声誉是通过其他拥有高度声誉的

人推荐而获得的。说服许多声誉不够高的人支持你是不够的，没有捷径可走！

图 25-9 社交网络中的声望：被声望高的人推荐（或者有关联，上图）比被声望低的人推荐（下

图）更容易使一个人获得高声望

马尔基奥里一篇开创性的论文 [81]强调了超信息（超链接中的信息）的重要性后，拉里�

佩奇和谢尔盖�布林开发了 PageRank 算法，这一算法遵循同样的基本社交网络原则，用超

链接代替了“建议”和“引用”[84]（作者后来成为了谷歌创始人）。他们定义了“声望度量”，
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使得网页的声望与链接到它的声望高的网页的数量相关。值得注意的是，这是一个递归定义。

为了衡量一个页面的声望，需要知道指向它的网页的声望等信息。简而言之，他们的解决方

案是：先从一个声望值的初始分布开始，迭代计算不同节点的声望值，直到重新计算后的声

望值变化很小为止，就这么简单！这种方法乍一看会让人觉得不太可靠。是什么能够保证，无

论采用什么初始分布，总能收敛到相同的最终分布？

现在令人着迷的是，基本线性代数的本征值和本征向量的概念，以及马尔可夫链的相关

概念是怎样与这一问题的解决方案关联起来的。下面来总结一下主要关系。

首先来看看，从初始分布入手迭代地计算声望，与计算矩阵的主本征向量的经典幂迭代

法是如何相关的。这里讲得很快，跳过数学细节，只为了让大家对该方法有一些体会。

检查链入链接（从其他页面指向给定页面的超链接），计算出网页的排名。每个网页 i 的

链入链接为排名做出部分贡献，等于 i的排名除以其链出链接的数目，如图 25-10所示。除法

的动机很明显：一个排名很高的网页指向数量庞大的页面，就像一个人很有声望，但推荐的

人太多。如果没有除法，那么排名居首位的网页的所有者就可以仅靠投放大量的链出链接影

响全世界的所有页面。

图 25-10 在 PageRank算法中重新计算网页的排名，初始排名沿着链出链接分发到其他网页（改

编自原始论文）

鉴于上述重新计算的规则，一旦给出了超链接的网络，第 k 次迭代时的新排名值 pk，就

能通过矩阵M 对前一次的值进行线性变换而计算得到，如下所示：

pk = Mpk−1

矩阵M 仅依赖于链接结构，即页面之间的链接。现在，从初始排名分布 p0 开始，执行 k 次

重新计算：

pk = Mkp0
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假定存在M 的本征向量的一组基向量，令 λ1, λ2, · · · , λn为 n个本征值，并令 v1,v2, · · · ,

vn 为相应的本征向量。假设 λ1 是主本征值，那么对于所有 j > 1，有 |λ1| > |λj |。
初始向量 p0 可以写成一组基向量的线性组合：

p0 = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

如果 p0 是随机选择的（以均匀概率抽取），那么 c1 6= 0 的概率为 1。现在，使用线性性和本

征向量的定义性质，可以马上得到：

Mkp0 = c1M
kv1 + c2M

kv2 + · · ·+ cnMkvn

= c1λ
k
1v1 + c2λ

k
2v2 + · · ·+ cnλk

nvn

= c1λ
k
1

(
v1 +

c2

c1

(
λ2

λ1

)k

v2 + · · ·+ cn

c1

(
λn

λ1

)k

vn

)

当重新计算的次数 k 与矩阵Mk 的幂值相等，趋于无穷大时，除了一个正比于主本征向量的

项，其他所有项都趋于零。几乎所有从任意初始条件出发的矩阵乘法的简单迭代法，都确实

足以提取主本征向量！

现在考虑一个不同的解释，与马尔可夫链有关。想象一下，对一个系统进行分析，这一系

统表示用户在不同网页上浏览的移动。假设用户永远通过链出链接导航，并随机均匀地选择。

令起始页 u 浏览的行为 p0
u。令 E 为网页的邻接矩阵：(u, v) ∈ E（或 Euv = 1），当且仅当存

在从页面 u 到页面 v 的链接。浏览者点击 i 次后到达页面 v 的概率 pi
v 是什么？

下面从单一的步骤开始。浏览者点击 1 次后到达页 v 的概率 p1
v 是什么？令

Nu =
∑

v

Euv

为页面 u 的出度（E 中第 u 行的和）。假设不存在平行边，

p1
v =

∑

(u,v)∈E

p0
u

Nu

通过归一化 E 来使得行之和为 1：

Luv =
Euv

Nu

得到

p1
v =

∑
u

Luvp0
u 或 p1 = LTp0

现在来考虑第 i 步之后的情况：

pi = LTpi−1
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如果 E 是不可约的（irreducible）且非周期的（aperiodic）（没有一个是真正成立的，但

这个问题可以解决），那么：

lim
i→∞

pi = p

其中 p 是 LT 的主本征向量，也称作它的稳定分布（stationary distribution）：

p = LTp （本征值为 1）

但 pu 是页面 u 的声望（prestige），也由前面的解释所确定。现在应该很清楚，声望也可以解

释为在一个给定页面沿着链接找到随机浏览者的概率。

现在来处理真实世界过渡矩阵的不好的性质。有研究显示，网页之间并没有强大的连接，

并且其中的随机游走可能陷入循环。一个可能的解决方法是引入“阻尼系数”，它反映了用户

可能偶尔停止跟随链接：在每一步以任意概率 d 访问一个随机页面（甚至是不相连的）。因

此，过渡可以表示为：

pi =
(

(1− d)LT +
d

N
1N

)
pi−1

矩阵最大本征值对应的本征向量可以用如下方式得到。

• 从一个随机向量 p ← p0 开始

• 重复
– 更新向量：

p ←
(

(1− d)LT +
d

N
1N

)
p

– 不时地进行归一化：

p ← p

‖p‖1
归一化是为了避免出现十分大的分量，因此不会出现有限精度计算的数值问题。当然，在

这一应用中，我们感兴趣的不是绝对声望值，而是相对声望值。其绝对值取决于所选取值的

范围（可以选择 0∼10 来衡量声望，也可以选择 0∼100，等等），而相对值是指，比如，某网页

的声望比另一网页的声望高出 3 倍。归一化是减少特征向量倍数影响的一种简单方法。

在实际的应用中，声望的概念是如此模糊，以至于没人期望能以高精度得到实际的本征

向量！为了尝试需要多久才能收敛，佩奇在其原始论文上说，3× 108 个页面的情况下，52 次

迭代已经足够了，这是一个相当令人振奋的结果，为重要的商业应用铺平了道路。

25.4 确定中心和权威：HITS

现在考虑一种不同的网页分析。在科学界，好的文章要么影响深远（即被许多其他文献

参考），要么属于综述（即引用许多其他文献）。同理，网页也可分为权威（authority）或中心

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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（hub）两类 [47]。例如门户网站是很好的中心，尽管它们不包含重要的信息，只是达到高质量

网页的起始点。

为了反映这一区别，接下来介绍两种度量，称为中心度（表示为 h）和权威性（表示为

a）：

h = (hu), a = (au)

现在来总结一下 HITS 算法（超链接诱导主题搜索）。在 HITS 算法中，第一步是检索搜

索查询的结果集。给定查询 q，令 Rq 为一个 IR 系统所返回的根集。计算仅在此结果集上进

行，而不是所有网页。权威性和中心度相互递归定义。

通过添加链接到根的所有节点组成扩大集：

Vq = Rq ∪ {u : ((u → v) ∨ (v → u)) ∧ v ∈ Rq}

令 Eq 为诱导链接子集，Gq = (Vq, Eq)。递推关系定义如下。令权威值 hu 与被引用的权威页

面总数成正比，令中心度 au 与被引用的中心页面总数成正比。

a = ETh

h = Ea

因此给出下列迭代方法：

• 初始化 a 和 h（例如，以均匀概率）；

• 重复
– h ← Ea；

– a ← ETh；

– 归一化 h 和 a。

排名靠前的权威页面和中心页面报告给用户。

主本征向量识别最大的密集二部子图。若要找到较小的集合，则必须探索其他本征向量。

存在从一个系统中删除已知本征向量的迭代方法：当确定了一个本征向量时，就减少搜索子

空间。

虽然对于理论是有价值的，实际中搜索引擎不常使用 HITS，再加上实践中为不同的查询

预先计算中心度和权威值是不可行的，该算法必须在查询执行之后运行，使得该算法对于通

用目的而言十分笨重。回到 PageRank算法，注意它是独立于页面内容的，因此必须有机地结

合内容，具体取决于执行的查询。谷歌组合查询和排名的方式是未知的。也许，经验参数和人

工检查是必要的。

图灵社区会员 ChenyangGao(2339083510@qq.com) 专享 尊重版权
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25.5 聚类

聚类的原因是网页搜索中检索文档的数量巨大。为了避免用户过载，识别密切相关的文

档组是有用的，例如仅显示少量具有代表性的原型。

自动识别的聚类也可以为后续的人工分类提供帮助。此外，如果用户对文档 d 感兴趣，

那么他很可能也对相同聚类里的文档感兴趣。因此，预先计算聚类，使得用户在因需求检索

时获得更多相似的文档。

注意，查询可以是模糊的，尤其是网页查询。例如，如果搜索“星”，人们可能在寻找电

影明星，也可能是天体，这显然是两个区别很大的主题。

词向量空间里的相互相似性有助于将相似文档分在一起，也就是说，找到文件“聚类”。

设 D 为根据相似性组合在一起的文档（或其他实体）集。条目 d ∈ D 的特征要么是一些内

部的固有性质（例如包含的词，以及 TF-IDF 空间中的坐标），要么是通过外部的距离度量

δ(d1, d2) 或对 ρ(d1, d2) 之间的相似性。实例有欧氏距离、点积、杰卡德系数。定义了度量之

后，可以使用通常的自底向上或自顶向下的聚类技术。这些方法已经在第 15 章和第 16 章介

绍过。

梗 概

网页包含类型广泛的数据，有些是有结构的，有些是有部分结构的，还有些是完全没

有结构的。爬虫和索引都是系统的方法，用以访问网页、收获其中所载的信息，以及为搜

索、信息检索和排名准备数据结构。

通过将文本转换成数据向量（例如向量–空间模型中的所选单词的频率），可以重用传

统的 ML 技术，但是网页文档中丰富的结构适用于一些更专门的分析。

网页挖掘技术查找文档（网页链接）之间的显式关系、推断隐式关系（通过聚类）、在

连接站点的网络上排名最相关的页面，或在社交网络中识别最相关和人脉最广的人。抽象

使我们能对网页和社交网络使用类似的工具。一个值得注意的例子是，超链接和线性代数

工具（本征向量和本征值）的使用，过去曾在文献计量学中给研究者排名，如今带来了非

常强大的网页排名技术，也是谷歌的搜索引擎技术的基础。

从今往后，你再看到超链接、Facebook 上的“赞”和 Twitter 上的“粉丝”（或者你读

到这本书时最流行的社交软件）时，你会用不同以往的分析思维和观点来看待它们。
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诽谤是微风，温柔的和风，

它不知不觉地、巧妙地、轻轻地和甜甜地，

开始窃窃私语。

—— 罗西尼，《塞维利亚的理发师》

口口相传一直是一种强大而有效的技术，在人与人之间病毒式传播信息和观点。它以分

布式和人力的方式来挖掘隐藏在人脑海中的数据。它是有效的，因为我们自然倾向于与相似

的人说话，分享生活的习惯、观点和方式。通过与挑选出来的少数人进行交流，我们可以有效

地过滤数据。然后，由我们来决定、整合和权衡接收到的信息，并做出最终决定。类似的过程

可以通过数据挖掘和建模方法来模拟。人们从原始数据中（数量巨大，范围从几千到十亿项）

提取信息，它们与特定的最终用户相关，基于其显式或隐式的偏好模型，以及与其他人的相

似性。

一个有趣的应用是在营销部门：收集用户和产品的相关数据，无论是购买过的还是仅评

价过的，这些数据可以用于估计客户将如何评估一个之前没有见过的产品。预测评估的最终

目的是鼓励用户购买，例如推荐相应的预测评价最高的物品清单。如果是基于用户的偏好过

滤所呈现的产品，那么广告会更奏效。另一个应用是网页挖掘，目标是在搜索信息时确定用
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户可能感兴趣的网页。因此，目的在于让信息仿照口口相传的模式扩散，无论是正面（赞誉）

还是反面（诽谤）意见。

协同过滤和推荐是通过从许多其他合作者收集品味信息来预测一个人的兴趣点的方法。

一个潜在的假设是，过去兴趣一致的人，将来的兴趣也倾向于一致。例如，给定关于用户品味

的一些信息以及从许多其他用户那里收集的信息，电影的协同推荐系统可预测用户个人喜欢

哪些电影。

表 26-1 评分矩阵

电影 1 电影 2 电影 3 电影 4

用户 1 1 4 2 1

用户 2 1 5 1 0

用户 3 1 0 0 0

考虑一个用户–项目矩阵 R，其中每一个元（entry）rui 的值是用户 u 对项目 i 的评分，

如表 26-1 所示。每个用户 u 可以选出物品 i 在区间 [最低分数, 最高分数] 中的分数。具体来

说，假设最低分数 = 1，最高分数 = 5，值 0 表示未知分数。想预测矩阵中未知的分数，要么

通过一些直接的方式，要么通过更紧凑的方式来表示数据，并通过该紧凑表示来预测。

26.1 通过相似用户结合评分

有一个简单的方法来预测未知的评分 rui，考虑其他用户对同一个项目 i的评分，以及用

户 u 和其他用户的相似性。一般的未知评分 rui 由如下公式计算：

rui =

∑

已知rki

相似性(u, k) · rki

∑

未知rki

相似性(u, k)
(26.1)

该用户的评分通过其他用户评分的加权平均值来预测，权重由相似性给出，如图 26-1 所

示。其原因是相似的用户往往给出相似的评分。若上述式子的分母为 0，则 rui 默认计算为所

有已知评分 rki 的平均值。若项目 i 没有人评分，则 rui 为 0。

以类似的方式，可以对同一用户对不同项目的评分求平均值，权重与项目之间的相似性

成正比，如图 26-1 下半部分所示（相似的项目往往以相似的方式来判断）。

问题的关键是如何度量相似性。在此简化的背景下，关于用户的仅有的知识必须通过他

对过去不同项目的评价得到。因此，在式 (26.1) 中，两个用户 (u, k) 之间的相似性通过度量

两个向量 (vu,vk) —— 评分矩阵 R 的第 u 行和第 k 行 —— 之间的相似性得到。

在标准实现中，可以使用两个向量之间通常的余弦相似性，但如 15.2 节所说的，也可以

检验不同的针对具体问题的度量。
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图 26-1 协同推荐。要预测未知值，可以计算已知值的加权平均，权重取决于用户或项目之间的

相似性

说实话，人们表达意见的方式非常不同。对于同一部电影，一个保守的英国评论者的评

价是“尚可”，而一个夸张的意大利评论者的评价则可能是“梦幻般的电影”。如果你听从某

个十分挑剔的评论者的观点，最终你就没什么电影可看了，因此在用这些评价度量相似性并

进行预测之前，减少个体评估的作用可能是有用的。

令 ruj 是用户 u 对物品 j 的评分。令 Iu 是用户 u 已评分的项目的集合。用户 u 的平均

评分为 r̄u =
1
|Iu|

∑
j∈Iu

ruj。活跃用户用下标 a 表示。目标是预测用户对项目 i 的偏好，或

pai。

因为评分可能不以零为中心，所以该系统较难通过标量积再现这些评分。为了帮助该系

统，也可以减去平均值，从而得到中心化的数据。具体来说，预测可以通过下式计算：

pai = r̄a +

∑
u

wau(rui − r̄u)

∑
u

|wau|
(26.2)

其中对 u求和是指评价过项目 i的用户集合，而 wau 是活跃用户 a和用户 u之间的权重。该

权重可定义为皮尔逊相关系数：

wau =

∑

i

(rai − r̄a)(rui − r̄u)

√∑

i

(rai − r̄a)2
√∑

i

(rui − r̄u)2
(26.3)

对 i 求和是指集合 Iu ∩ Ia。
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26.2 基于矩阵分解的模型

原始的用户–项目评分矩阵的稀疏性（sparsity）可能是个问题。每个用户评价的项目只是

一个很小的子集，大多数项目的评分是未知的。通过将用户特征压缩和总结到小得多的向量，

有望得到更好的泛化结果，并能更好地理解模型，正如奥卡姆剃刀原理所解释。

有一种确定用户对于某个项目的兴趣或者评分的可行方法，是给每个用户和每个项目都

关联一个特征向量（vector of characteristics），然后通过观察用户和项目的特征向量之间的相

似性推测出评分。该操作可以人工来完成，但可能非常耗时，也可能无法识别对于预测至关

重要的某些特征。接下来看看这一过程是如何实现自动化。

用向量 qi ∈ <f 表示项目 i的特征（因子），向量 pu ∈ <f 表示用户 u对此项目的每个因

数感兴趣的程度。通过简单计算相应向量的标量积，就能得到用户 u 对项目 i 的评分：

r̂ = qT
i pu (26.4)

例如，如果人工建立这些因子，电影《终结者》的权重可以是（动作 = 5, 浪漫 = 1），用户帕

特里夏对电影的兴趣是（动作 = 2, 浪漫 = 5），因此用户帕特里夏对电影《终结者》的评分是

5 · 2 + 1 · 5 = 15。

在通过建立有效因子来预测评价的自动化方式中，传统的奇异值分解（SVD）可用于查

找有效的 qi 和 pu。使用 SVD 可将包含所有评分的矩阵 R 分解为 R = UΣMT，其中矩阵

U 和M 的行是 pu 和 qi 的集合，由对角矩阵 Σ 进行缩放。通过调整 Σ 的对角线值的大小，

可以降低向量的维数，并且仅保留最相关的部分。不幸的是，大多数情况下，无法得到评分矩

阵所有单元的值。

基于优化的更加灵活和健壮的学习算法，可以用来找到因子向量 qi 和 pu 有效的近似

值。像往常一样，表达评分的实例引导学习过程。为了学习因子向量 qi 和 pu，需要最小化已

知评分集合上的正则化平方误差（RSE）：

RSE =
1
|K|

∑

(u,i)∈K

(rui − qT
i pu)2 + λ(‖qi‖2 + ‖pu‖2) (26.5)

其中，K 是已知 rui（训练集）的 (u, i)对的集合。要知道，求和的第一项是模型 qT
i pu 与

已知结果 rui 之间的平方误差。想要促进泛化（预测新评价），通过正比于常数 λ 的方式来惩

罚因子向量的大小是有用的。这一项叫作正则项。当评分实例十分丰富时，大部分 RSE 的贡

献来源于重建表达评分的误差。另一方面，当评分稀少时，正则项就变得至关重要，它的作用

是避免出现非常大的向量，这些非常大的向量会给预测带来潜在的巨大（和错误的）影响。

现在的问题是最小化自由参数 pu 和 qi 的一个连续函数，第 21 章中说明的方法可以用

在这里，例如传统的梯度下降法。RSE 的梯度计算如下：
∂RSE
∂qi

=
2
|K|

∑

(u,i)∈K

((rui − qT
i pu)(−pu) + λqi)
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∂RSE
∂pu

=
2
|K|

∑

(u,i)∈K

((rui − qT
i pu)(−qi) + λpu)

项 1/|K| 是一个常数，不会影响最小化的结果。可以从 qi 和 pu 的随机初始值开始，然后进

行迭代：在每一步中，沿着负梯度方向稍微进行改变，以减小 RSE 误差。

更精确的模型：加入偏差

如 26.1节所示的简单的方法的情况，用户 u对项目 i的评分并不仅依赖于两个向量 pu和

qi之间的互动 qT
i pu，还依赖于用户或项目的偏差。换句话说，有的人往往给予较高的评价，而

有的项目常常得到比别的项目更高的评价。关于评价 rui 的偏差可以描述为 bui = µ+ bi + bu，

其中 µ 是总体平均值，bi 和 bu 是用户 u 和项目 i 分别观察到的平均偏差。例如，假设想要

估计用户乔对电影《泰坦尼克号》的评价。假设所有电影的平均得分 µ 为 3.7 星。此外，《泰

坦尼克号》比普通电影更好，因此它比平均值高出 0.5 星。另一方面，乔是一个苛刻的用户，

常常给出低于平均分 0.3 星的分值。因此，乔对《泰坦尼克号》的评分的基准估计是 3.9 星

（3.7 + 0.5− 0.3）。

根据这个改进的模型，估计用户 u 对项目 i 的评分 r̂ui 的计算公式为：

r̂ui = µ + bi + bu + qT
i pu (26.6)

观察到的评分被分解为 4 个组成部分：全局平均值、项目偏差、用户偏差，以及用户–项目交

互。这使得每个组成部分仅解释评价中与其相关的一部分。学习算法通过最小化下面考虑偏

差因子的正则化平方误差函数（RSEB）进行学习：

RSEB =
1
|K|

∑

u,i∈K

(rui − µ− bi − bu − qT
i pu)2 + λ(‖pu‖2 + ‖qi‖2 + b2

i + b2
u) (26.7)

通常默认程序从推导梯度和使用最速下降开始。使用最速下降的一个分解过程见图 26-2：

随着梯度下降的迭代步数增加，正如所料，训练集上的误差（均方根误差，RMSE）减少。在

测试集（训练期间没有使用的评分）上，误差先减少，但随后达到一个平台，最终逐渐增加。

这是过拟合的一个实例：系统试图精确地再现训练实例，但泛化能力却变差了。想想一个学

生通过死记硬背学习，如果不理解学习材料，也无法提取相关关系。

注意优化的力量和灵活性：如果将附加项添加到模型里，可立即通过计算新的偏导数并

将其插入最小化算法来确定最佳参数。如果知道如何优化，就可以专注于问题的定义，然后

迅速尝试很多可供选择的模型，以及在验证数据上测试得到的泛化结果。
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图 26-2 一个实际的分解过程：训练和测试性能表示为梯度下降的迭代步数的函数

梗 概

当潜在客户访问您的电商门户网站时，他会查看一些商品，加入购物车并购买，撰写

评论并打分，留下了痕迹和气味，训练有素的“鼻子”能够探测到。

所有这些信息都能帮助你提升你的服务：就像一个好的店主，他能叫出顾客的名字，

并主动展示他们可能最喜欢的东西，个性化定制的商品展示能让你的网站更吸引客户。

协同过滤正是这方面的选择：通过记忆和分析客户的行为，能够同步描绘访问者和商

品特征，通过类似的购物习惯对人们进行分组，并预测客户可能最喜欢哪些商品。这种个

性化的过程不需要特定的领域知识，只需要挖掘客户的集体行为。这就是一个书呆子教授

最终可以胜任复杂的时尚业务顾问的原因。

现在，在点击你喜爱的在线报纸的一个八卦标题之前请三思。如果你这样做，那么将

有越来越多的八卦新闻出现在你的个性化主页里（也许还会出现在你访问的不同网站里，

这是分享营销数据和行为重定向策略所导致的）。
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LS，参见局部搜索
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测量误差，38
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抽样搜索区域，203
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词频，246

大峡谷特性，214

单步正割法，201

低密度分离假设，175

递归神经网络，122

调整搜索区域，203

迭代局部搜索，214

度量学习，180
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对偶二次规划，103

多层感知器神经网络，79

多分类器系统，113

多目标反馈搜索优化，232
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多目标优化问题，232
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感知器，30

割线法，190
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轨迹，213

过拟合，19，43

合作反馈搜索优化，222

核方法，101

互信息，64，65

回归问题，15

霍普菲尔德网络，124

机器学习，18

基尼混度，54

基于禁忌的反馈搜索优化，217

基于约束的聚类，180

激活函数，151

集成（ensemble），113

加权 K 近邻方法，12

加权主成分分析，160

加权最小二乘支持向量机，106

加性 logistic 回归，115

监督，9

监督学习，9

将用户作为学习的关键组件，215

交叉验证，19

交叉验证团体，113

焦点和上下文的可视化，168

杰卡德系数，248

结构风险，98

禁忌和多样化的基本关系，218

禁忌搜索，217

经验风险最小化，96

精确率，244

纠错码，115

局部极小，213

局部极小值，参见局部最优

局部加权回归，69

局部搜索，223

局部搜索过程的智能协作，222

局部最优，213

矩阵分解，260

卷积，90

卷积神经网络，90

决策森林，参见民主森林

决策森林中的特征排序，58

决策树，50

卡方，39

可变邻域搜索，214

课程学习，89

扩展存储器（memex），240

拉马克进化，224

拉普拉斯矩阵，159，177

懒惰，205

懒惰的初学者，10

离群值敏感性，160

李普希茨连续性，187

力控制，166

连续优化，222

量化误差，138，153

邻域，213

岭回归，35
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罗基奥方法，248
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民主森林，56
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凝聚聚类，142

牛顿定理，186

牛顿法，187，191

欧几里得距离，136

帕累托边界，234

帕累托最优，234

判别算法，18

批量反向传播法，81

平均值，47

平面国，155

评分矩阵，258

谱图绘制，169

去噪自动编码器，88

权威，254

缺失值，55
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深度神经网络，87
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神经元命名，153

生成方法，18
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双射策略，204
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搜索轨迹，213

搜索区域，224
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随机，82

缩减的卡方，43
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逃离某局部最小吸引域的最小禁忌值，220

特征，9
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特征选择，59
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梯度下降法，80，194
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条件熵，65
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统计学习理论，96

图形分布，168，171

退化的局部最优分布，171

椭球体变形，146

网页爬虫，241

网页挖掘，240

文档索引技术，242

沃罗诺伊图，139

无监督学习，134

无向加权图，165

吸引域，213，223

线性回归，27

线性判别分析，163

线性投影，156

相关比，63

相关系数，62

相似性度量，136

箱线图，47

向量–空间模型，245

协方差矩阵，145，157

协同推荐，258

信息增益，53

性能指标，244

修改和细化问题定义，235

学会飞翔，67

学习速率，151
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隐式偏好与显式偏好，233

应力最小化，166

硬聚类，137

用户–项目矩阵，258

用户相似性或项目相似性，258

用于回归的支持向量，101

优化，185，211

余弦相似性，136

原型，135，151

噪声，38

召回率，244

正交投影，157
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中心，255

主成分分析，158

装袋法，113

准确率–拒绝的折中，118

子抽样，91

自标记，175

自底向上聚类，参见凝聚聚类

自动编码器，86

自适应随机搜索，202

自组织映射，150

祖母细胞，150

最大化间隔，114

最近邻方法，11

最速下降，参见梯度下降

最小二乘法，40

最小二乘支持向量机，104
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